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XXX. 


SUI FONDAMENTI DELLA TEORIA DELLE EQUAZIONI 
DIFFERENZIALI LINEARI, II 


« Memorie della Società Italiana delle Scienze (detta dei XL)», ser. III, 
` Tomo XII (1899). 


PARTE SECONDA. 


INTRODUZIONE 


Questa seconda parte © è dedicata allo studio delle sostituzioni fun- 
zioni di variabili complesse. 

Non tutte le questioni di cui si fa cenno in questa parte, vengono svolte 
"completamente; alcune per esempio sono enunciate soltanto (vedi il $ 5). 

Ciò valga a ritenere questo studio come un saggio del genere di ricerche 
che vi sono iniziate. 

Nei primi paragrafi vengono estese le operazioni di derivazione e di inte- 
grazione già considerate per le sostituzioni funzioni di variabili reali. Nel 
$ 3 si trova una estensione del noto teorema di CAUCHY ai residui delle sosti- 
‘tuzioni, e nel $ 4 vi è uno studio sulle singolarità delle sostituzioni. 

Un semplice confronto dei risultati trovati a questo riguardo con quelli 
ben noti sulle equazioni differenziali lineari dovuti al FUCHS, ne mostrano 
l'analogia e rivelano il nuovo significato che acquistano i teoremi già cono- 
sciuti sulle equazioni differenziali lineari. 

Fanno seguito alcuni paragrafi ove viene principiato lo studio delle 
sostituzioni che ho chiamate abeliane per la loro analogia colle funzioni abe- 
liane. In questa parte sono considerate più specialmente le proprietà rela- 
tive alle costanti delle sostituzioni abeliane ed i casi in cui le sostituzioni 
stesse sono esprimibili per integrali abeliani. 

Nella parte che farà seguito alla presente verranno continuate le ricerche 
sulle sostituzioni algebriche ed abeliane partendo da un altro punto di vista, 
e verranno inoltre considerate alcune classi particolari di esse (). 


(1) La prima parte di questa Memoria (1886) è inserita nel tomo’ VI (serie 3%) della 
Società Italiana delle Scienze [in queste « Opere»: vol. primo, XV, pp. 209-290]. Questa 
seconda parte era ultimata nella primavera del 1887 e gran parte dei risultati, senza dimo- 
strazioni, furono pubblicati nei « Rendiconti del Circolo matematico di Palermo » (marzo 1888) 
[in queste «Opere»: vol. primo, XX, pp. 351-355]. i 

(*) Questa ulteriore parte non è mai stata pubblicata. [N. d. R.J. 
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PRELIMINARI 


SOPRA LE SOSTITUZIONI PERMUTABILI CON UNA DATA SOSTITUZIONE. 


I. Avremo spesso bisogno in questa parte del nostro lavoro di dover 
determinare le sostituzioni permutabili con una data sostituzione. Inco- 


minceremo perciò da tale ricerca. 


2. Premetteremo alcune notazioni oltre quelle di cui abbiamo già fatto 


uso nel corso della prima parte del presente lavoro. 
Si rappresenti con A;; la sostituzione 


\ Qir > s Orin 
(1) AG r CER = 
(7,5) (7,5) \ 
\ Anı 3,0% Ann j 
Denoteremo con 
irr , ya ’ E Asi | 
S e A ’ Dica , ’ Aa 
\ Ato Ama 1" Ain 


la sostituzione di ordine my la quale si ottiene sostituendo in luogo delle A;s 
i gruppi di lettere ad esse corrispondenti. In altri termini se N = m-n, avremo 


| bi; 3 bi sr dia 
S = bas ida CEE, day ’ 
| Dit ORGS ONE i 
ove, se i 
n(k— 1i) <] <nk , n(h-1)<o<nk 
j =m ki eean a Es 
avremo 
bra 


Rappresenteremo inoltre rispettivamente col simbolo o la sostituzione 
di cui tutti gli elementi sono nulli, e col simbolo 1 la sostituzione identica. 
Analogamente se con M,, denoteremo un insieme di lettere disposte in 4; 


colonne e in 4; linee, indicheremo con 
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la sostituzione di ordine hi +h,+---+ Žan, la quale si ottiene scrivendo in 
luogo di.ciascuna M;, nella espressione precedente il gruppo che essa rappre- 
senta. 

Se a tutte le lettere che entrano in M;, daremo il valore zero, appes: 
senteremo M;; col simbolo o. 

Ciò posto risulta immediatamente la seguente proprietà: 

Lemma 1°. — Se le Ais e le Bis sono tutte sostituzioni dello stesso ordine, 
avremo: 


CA rAra srt diam | 


E io er dl et grani 


ove 


Cs n Di;Au Bs; . 


3. Si consideri una sostituzione di ordine x 


| Arr 342 0000341 
S = Qar 1422 ) s lan 3 
Anr, Öna, s nn j 


la quale sia permutabile colla sostituzione 


bi: Dei = MR ,0 Dre era \ 


ct ENI I Fi Ri II i IR N i TRN £ ORERE RT IO) 


bei E e ER ’ (0) ’ bihx,ttr PRE T Bi 

T=’! o EPE, , Õisi, O id ; 
bitni RE Ie Wifi: ’ O: Öi+r itr EEE Piega 
dii di TI Dit; ,0 <Paita 1°, dla 


di cui la linea zesima e la colonna zima hanno tutti gli elementi nulli, al più 
eccettuato quello situato sulla diagonale. Dovremo avere 


x. Ahs bsk + È, aks b I 2: dat 5, did 
Fr 
se 
A dar PIL EE. 
Ne segue: | 


Lemma 2°. — Le due sostituzioni che si ottengono da S e da T togliendo 
la linea isima è la colonna isima sono fra loro permutabili. La proprietà reci? 
proca alla precedente vale evidentemente, vale a dite, se due ` sostituzioni 
sono permutabili sarà sempre possibile aggiungere all'una e all'altra una linea 
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ed una colonna aventi tutti gli elementi nulli, meno quelli sulla diagonale, in 
modo che le due sostituzioni che si ottengono siano fra loro permutabili. 


4. Oltre ai precedenti stabiliremo ancora altri lemmi. 
Lemma 3°. — Se: 


n ro a detti) 
et T= 1), 
R= ERE C 
la condizione necessaria e sufficiente affinché S e R siano fra loro permutabili è 
che siano fra loro permutabili S, e R,. 
Lemma 4°. — Tutte le sostituzioni permutabili con 


ie i 
se a,= 0 hanno la forma 
È } nO | 
n i ALI 
T E RA , 


ht wc colf ola Lio ene 


dovremo avere 
| a, brni + labin = AD aii 
| a,brn—a F ag br,m—1 + Zabron = rbr, n—a 
| wi AT vp A TA ateata 
da cui si deduce, supponendo 2, =! 0, 
plico Eai 


Analogamente si trova 


= bai 


bi+1,5+2 


onde R dovrà assumere la forma (2) della T.. 
Lemma 5°. — Se si ha: 


(3) pair Via Tae UT 
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e se le equazioni caratteristiche relative a S e a U non hanno nessuna radice a 
comune, è necessario che sia 


T=o0, 
Posti infatti S e U sotto la forma normale, avremo 


(SEDUTI ’ 


(0) 
Er 3230 peee O ,0 
o |R (detR=1) 


Rari dia; „O i 
\ 0,0 ,0 °°, Enr; n 
#0, rO Q \ 
Meb Oky ,O,O | 
UaV va vi. I de Va), 


Gi DE, de e a tene 


ove alcune delle 4; potranno essere eguali fra loro, come pure alcune delle 8; , 
ma nessuna è; sarà eguale ad una as; le e; e le n; saranno eguali a o o a I. 
La (3) diviene 
ER SIP ROEN ERRU NE 


ovvero 
VTR—:.S,=U,-VTR-!. 
Posto 

| Cir s Cra 3's Can | 
EREZIONE I QAR ERRORE 
| Cnxs Cna y° "3 Cnn \ 

avremo 

E: =U,T,; 
e quindi 


Cir (a, die bi) = Cit) Ni — Cisrt1 Er 


da cui risulta che le c;; sono tutte nulle; perciò saranno tutti nulli anche gli 
elementi della sostituzione T. 
Lemma 6°. — Se 


B,,0,:::30,;0 

E Ri (di ordine x), 
Oo, & 
did, ,0 


UNE (di ordine m <n), 


CO a ne 
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Via o ,d,,:::,0 (bia): 
o ,0, tn ua 
U:., 0 
DE OEN 
€ 
TS. WE, 
avremo 
fai 
T = 
O, OY 


con M permutabile con U; mentre se 
STREW, 


y O ,0 
— \M,0o 
La dimostrazione di questo lemma si ottiene con un processo :simile a 


quello seguìto per dimostrare il lemma precedente. 
Lemma 7°. — Abbiasi una sostituzione 


avremo 


dle o Be) è ne 


in cui le A, , Az, +, An sono sostituzioni (di ordini eguali o differenti) Ze cui 
equazioni corista non hanno nessuna radice a comune. Se R è permu- 
tabile con S, è necessario e sufficiente che_si abbia 

MEO 90 


è ‘a'se’o 6 è do 0 0/0 hg 0 e» 


e M; dovrà essere una sostituzione dello stesso ordine di A; e permutabile con 


essa. 
Si formino infatti le sostituzioni 


ove 
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in':modo che due qualunque 5, 5 siano fra loro differenti'e siano differenti 
dalle radici delle equazioni caratteristiche delle A;. Oltre a ciò gli ordini 
delle sostituzioni A; risultino tutti eguali fra: loro. 
Posto 
A; gg ,0 
S'= o Aa: O 

Ce DN III A}, 

ed 
Mi: ‘Mis gere Mix 


R'=- Mu; Ma. °°, Maa 

Mii «Mia i biis | Mnn 

ove le M; sono sostituzioni dello stesso ordine delle A;, e supponendo R’ 
permutabile con S' avremo, applicando il lemma 1° 


M; A; = AiMi;, 
Mi; A; = AMi: 
Ne segue che M;; sarà permutabile con Aj, e poiché le equazioni caratteri- 


stiche di A; e A; non possono avere nessuna radice a comune, per il lemma 
5° avremo 


Maso) is 
Applicando il lemma 2° enunciato nel $ 3 ed il suo reciproco, si. ottiene 


quindi immediatamente quanto si voleva dimostrare, 
Lemma 8°. — Sia 


„=*=, O | (di ordine 77;) 


Bio "a. t8, 4 e è KAEKA 


e i numeri m; decrescano coll'’aumentare dell'indice i. 
Tutte le sostituzioni permutabili con 


ANID E 
(0) rA +30 


saranno date da 


M.: sMuya É Man 
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ove il gruppo di lettere Mis ha ms linee e mi; colonne, date se i < s, (mi > mi) 
da o j 
Ors O ,0 ssiri 0 


O 0 ,0 se t0 

RE 
O uo, ’ , (mi) 
DI T ; k î 

a ip i 


METERTE S T isola 0 0 


ET 


(ns) 


mentre se i © s,(m<ms)M:; è dato da 
#6 , 0 map O: 0 
pea ao ,0 se O SI E) 


bi SP ge Ey: gti Oeit O (#5). 


REINA ; (#5) (is) 
do 5 bm mart r01 30,30 


m:—Ii I 
1 
SOEDAN = a cc __Î 


(ns) 


Questo lemma si dimostra facilmente. Pongasi 


È Ai, 0 
dash gigi] 


ove 


O ,0 pema GO 
in modo che due qualunque 8°, 54 siano fra loro diverse e differenti anche 


da a; si abbia inoltre che le A; siano tutte dello stesso ordine. 
Si formi 


Aliro so Sy RISO, 
0° DAS ato 

, , 

S'È pony o Asn O |, 


C a fo 19,5 0) ETE a a è è 


Ma: y Mai pr 5 PM 


VANANAI FOIN Aro 
\VAVAVAVAVIA! | | { f 
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ove le Mi; sono sostituzioni dello stesso ordine delle Aj. Volendo che R’ e S' 
siano fra loro permutabili basterà scrivere 

Mi A; = AiMi;, 

M; A, = AM, 
da cui, applicando i lemmi 6° e 2°, segue immediatamente il risultato 
enunciato. 


5. I precedenti lemmi ci forniscono la regola generale per 
trovare tutte le sostituzioni permutabili con una sostituzione data. Si riduca 
la sostituzione alla forma normale (vedi $ 2 dei Preliminari, Parte 12) 


TPE 
Tr II; jp SE 7 
e si prendano le sostituzioni R; permutabili con 


per mezzo della regola data nel lemma 8°. Le sostituzioni 


saranno permutabili con la sostituzione data e in tal modo si otterranno tutte 
le sostituzioni permutabili richieste. 


| ‘6. Dalla regola precedente si deduce la seguente proposizione: 
TEOREMA. — La condizione necessaria e sufficiente affinchè le sostituzioni 
dermutabili con una sostituzione data siano permutabili fra loro, è che i divisori 
elementari della sostituzione data siano potenze di basi tutte differenti fra loro. 
1° la condizione è sufficiente. 
Infatti, se essa è soddisfatta, la sostituzione data S, posta sotto la 
forma normale, diverrà 


ERI 
SET-:% FIS: }T, 


ove 


Spean. lotn .... } (di ordine y;) 
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e ‘due qualunque 4; saranno diverse fra loro. Tutte le sostituzioni permu- 
tabili con S avranno quindi la forma IR 


R Lp IL R: di 


ove 


59 ,0 — o (0, 
"E i) 7) Š { 
R; = va: di PRON ,0 (di ordine Xi) 3 
i) 
A vp CA Re, bË 


quindi per i lemmi 6° e 7°, avremo che tutte le sostituzioni R saranno per- 
mutabili fra loro. 
2° la condizione è necessaria. 
Infatti se la sostituzione data S non soddisfa alla condizione, posta sotto 
la forma normale diverrà 


#° LI 
Sa T ED ELS” T 


dove alcune delle 7; dovranno esser diverse dall'unità. Basterà quindi per i 
lemmi 3° e 7° dimostrare che fra le sostituzioni permutabili con una sostitu- 
zione della forma 


1 
I 


ve ne sono due. non. permutabili fra loro. Questo risulta immediatamente 
ponendo, mente.al risultato trovato nel lemma 8°. 

..Una sostituzione i cui divisori elementari saranno potenze di las tutte 
Goro fra loro si dirà e/ementare. 


7. Consideriamo in particolare le sostituzioni del secondo ordine, 
Distinguiamo tre casi: la sostituzione ha cioè una delle forme. seguenti 
quando è posta sotto la forma canonica 


ld: NE ; 
1a Q=? 651° i a = 0, 
4&4, O : 
s nS =+ 
3 3 els He ai 


se T I, 0) 
3° s= ( )s=( ) 
O, I O, I 
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Tutte le sostituzioni permutabili colla 18 avranno la forma 


sl iat 
"0 RA "4 R 


quelle permutabili colla 22, 
tutte le possibili sostituzioni saranno permutabili colla 32. 


SOSTITUZIONI FUNZIONI DI VARIABILI COMPLESSE 


$. 1. — SOSTITUZIONI COMPLESSE FUNZIONI DI VARIABILI REALI. 


I. Se una sostituzione S, i cui elementi sono numeri complessi, può porsi 
sotto la forma 


al e e dia è ole do Ve 06. da #06 


An i $ Xn a EE E a + Cos 


e il modulo di tutte le ui, è minore di e, diremo che la sostituzione è inferiore ad e. 

Se due sostituzioni S, e S, dello stesso ordine hanno gli elementi corri- 
spondenti tali che i moduli delle loro differenze sono inferiori ad e, diremo 
. che le sostituzioni differiscono fra loro meno di e. | i 

Se, presa una sostituzione variabile S in un dato intervallo, si trova che 
tutti i valori che la sostituzione ha nell’intervallo differiscono fra loro meno 
di £, diremo che /a oscillazione della sostituzione è minore di s. 

Consideriamo tutti i valori di e, ai quali la oscillazione della sostituzione 
S è inferiore. Il limite inferiore dei valori di e si dirà la oscillazione della sosti- 
tuzione S. 


2. È evidente che la derivazione di una sostituzione potrà estendersi 
al caso di una sostituzione variabile, i cui elementi sono numeri complessi, 
purché si supponga che la variabile-indipendente si conservi reale. 

La integrazione pure potrà estendersi al caso in cui gli elementi della 
| sostituzione siano. quantità complesse e la variabile indipendente sia reale; 
solamente, a differenza di quanto fu inteso nella prima parte, dovremo rite- 
nere per oscillazione di una sostituzione ciò che si è ora definito nell’art. I 
di questo paragrafo. 

Fatta questa osservazione, potremo senz'altro estendere alle sostituzioni 
complesse, ma funzioni di variabili reali, tutti i risultati che abbiamo ottenuto 
nella prima parte di questo studio. 
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$ 2. — SOSTITUZIONI FUNZIONI DI VARIABILI COMPLESSE. 


I. Abbiasi una sostituzione S i cui elementi siano funzioni di una varia- 
bile complessa z (funzioni morogene); diremo S una sostituzione funzione della 
variabile complessa z, o anche una sostituzione monogena. 

Posto z = x + iy, potremo considerare la S come una sostituzione fun- 
zione delle due variabili x ed y e i cui elementi sono numeri complessi. 
Se fuppontamea det S = 1, e costruiamo le due sostituzioni derivate 


9 
da 


9 


S , 3y 


S, 

avremo che gli elementi della seconda sostituzione si otterranno dai corri- 
spondenti della prima moltiplicandoli per #, il che potremo rappresentare 
simbolicamente, scrivendo 


CS) ð 
Analogamente si otterrebbe 

ð I ð 
(2) SA 


Reciprocamente risulta subito che, se sarà soddisfatta una delle due rela- 
zioni (1) o (2), la sostituzione S avrà tutti gli elementi funzioni monogene 
della variabile complessa z. Infatti, posto 


35 9S Si 
E = Te S~ , 3y = T;5 , 
avremo per le (1) 


iù vi y ig 
; . 4 | 


Ma gli elementi di T, si ottengono derivando quelli di S rispetto ad x, e quelli 
di T, derivando gli stessi elementi rispetto ad y. Dunque la relazione prece- 
dente dimostra che gli elemeriti di S sono funzioni monogene. ` | 

Chiameremo ciascuna delle due sostituzioni eguali (2) la derivata VI 
di S rispetto a z e ciascuna delle due sostituzioni eguali (1) la derivata sini- 
stra di S e scriveremo 


8 _ 8188 
MEI e i y ’ 
È) È) I È) 
agi Vee ali" 
Posto 

È Xir s Xira 0°°03 Xin 
PSl Xar s X22 ’ s Xon 

dz #76 0 GUT tata see 3 
Anr s Xna, s nn 
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avremo immediatamente 


Z,%r=0. 


I 


La sostituzione infinitesima 


ber ad, Qr dZ EEN ds n d2 
PER e E TR ITACA ST CA IRC 


R n fl did 
si chiamerà il differenziale sinistro di S, e la sostituzione 
Sd =S -2ds 
dz 


si chiamerà il differenziale destro. 
Avremo poi immediatamente, se 


Ore L'È SS È 


Anx,4n2,°%%» Ann 


da, da, darın 
a , Axa , , Ai »” a 
PMLI FRY ’ ‘dz & 
dS T E RIST NE TRO AS aa r 
dz a A SE T TON Fd dn e 
i dan: dana dann 
<il aiin Anı na, s Ann 
Me da da da 
Arr s r > sın z — Ay 
dz dz dz 
d c.ortole abate de 
S can RO RUN Pe VERE NA 
dan: dana dann 
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Le regole della derivazione dei prodotti di sostituzioni date nella prima 
parte di questo studio, come pure gli altri teoremi di $ 1 (parte prima) sono 
immediatamente applicabili alle sostituzioni funzioni di variabili complesse. 


2. Abbiasi ora una sostituzione 


i cui elementi &, sono funzioni di una variabile complessa z= x + iy. 
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Si formi 
T Eede, AR EA E E, NA 
gl Po cda. STAR ade 
I EE 
i: ME s a S TIA) I IO TRA 1. AS 
an ea a. 
MARTA vy, A a, PR 3 ig DT 


Se prendiamo a considerare le condizioni date nei $$ 3, 7 della’ prima 
parte, affinché una espressione differenziale di due variabili sia un differen- 
ziale esatto tanto sinistro, quanto destro, si vede che per la espressione dif- 
ferenziale precedentemente scritta esse sono verificate; si ha cioè 


n n 
p Uss = 0 , pa tais = 0, 
I I 


A' (T, , T.)y: = O ’ A" (Ea , Tay, O.. 


Preso nel campo di variabilità della z una linea s aperta o chiusa qua- 
lunque, lungo la quale la sostituzione T si conserva finita e generalmente 
continua, chiameremo 


[Taz 
Pintegrale del, differenziale esatto T,dx-T,4y esteso luñgo la linea s, cioè 


J T,dx-T.dy. 
In tal modo potremo intendere per 


S= [Td 


ciò che segue. Divisa la linea s in n parti hi, hy,---,hna partire da un estremo 
di s e chiamato Ae, la differenza degli indici degli estremi dell'intervallo h,, 
si costruisca il prodotto di sostituzioni 


n I + aai Az 1 Ara Az; M AAT PE- Orn Âz 3 RI: 
U's [|ia eaa ; 
È Un: Az; RUE aN 31.4 Aan Ae 
Si facciano impiccolire indefinitamente gli intervalli h, , hy. .., hn; S sarà il 


limite verso cui tende U. 

Poiché abbiamo osservato che tutto ciò che trovammo relativamente 
alle sostituzioni reali di variabili reali poteva estendersi. alle sostituzioni 
complesse e funzioni di variabili reali, salvo -a modificare le definizioni di 
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cui parlammo nel § 1, art. 1, così potremo enunciare relativamente agli inte- 
grali curvilinei di variabile complessa varî teoremi che si otterranno imme- 
diatamente. 


‘3. TEOREMA I. — L'integrale di una sostituzione (som 0) sarà sempre 
a (deter). Siy: ) 
TEOREMA II. — Se la linea s lungo la quale si eseguisce la integrazione 
si. divide in due parti S, e s,, avremo 


| [Tds = (td: fTaz. 


TEOREMA III. — Se gli estremi della linea s sono i punti A e B, avremo 


fre- fre 


BsA 


TEOREMA IV. — Se s è una linea chiusa e si ha la relazione 


[Tds =i, 


supponendo di principiare la integrazione da un 
punto della linea s (ritornando poi al punto 
stesso), /a stessa relazione sussisterà comin- 
ciando la integrazione da un altro punto di s. 
Sia infatti A il punto da cui si comincia 
la integrazione la prima volta, e supponiamo 
di eseguire una seconda volta la integrazione 
lungo la stessa linea cominciando da un altro Fig. 1. 
© punto B e percorrendo la s nello stesso senso in 
cui "si è percorsa la prima volta (che è quello indicato colla freccia nella 
figura). Avremo che i due integrali che dovremo considerare saranno 


fd... {Td 
ABCA BCAB 
e per il teorema primo 


A 


BCAB .ÅDB . BCA 


, 


ÅBCA ÉCA ÀÅDB 


, 


quindi 


© SPOSI 


ADB ABCA ADB 
Ora se 


4e, [Tds = ı 
ÅBCA 
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dalle (1) risulta immediatamente 


fra sù 


BCAB 


TEOREMA V. - Se si considera l'integrale di una sostituzione (som 0) 
funzione di una variabile complessa esteso lungo una linea chiusa quando si 
comincia la integrazione da un certo punto della curva, e l'integrale della stessa 
sostituzione esteso lungo la medesima linea nello stesso senso, ma cominciando 
la integrazione da un'altro punto della curva, avremo che il secondo integrale 
sarà una trasformata del primo. 

Questo teorema risulta immediatamente dalia formula (1) che abbiamo 
stabilita per dimostrare il teorema precedente. 

Data una linea chiusa s nel campo di variabilità della z e una sostitu- 
zione T (som 0) e fissato il senso in cui deve percorrersi la s, esisteranno 
infiniti valori S per l’integrale di T lungo s e ciò dipendentemente dal punto 
di s da cui si principia la integrazione. Prese due qualunque 


Arr 42 0°» Qin bii ri e di, 
Da Qar s Qaz 0°» Qan 4 See ba: Ba rr ds 
Anr,Ana,°%0,Ann bars Ono, Onn 


di queste sostituzioni integrali, esse saranno a det 1, e per il teorema 5°, 
avremo che esse potranno porsi sempre sotto la forma 


Siro; 


vale a dire 


Ax: “94 Arz ’ ’ din bia ri N bia pie bia 
Det Aar » Q22 O, ’ da n e Det hg ’ ba Q, ’ E 
Ani > Ana °° nn — ® LO , bu a °°°, Inn — ® 


avranno i medesimi divisori elementari (vedi Preliminari premessi alla Parte 
prima, $ 2), onde, posti S, e S, sotto la forma canonica, avremo 


e in generale 
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e le S® saranno le stesse per tutte le sostituzioni S. La sostituzione. 
d T; a 
v= j is 
si chiamerà la sostituzione caratteristica sinistra della linea s relativamente 


alla sostituzione T e alla direzione scelta per la linea s. In particolare se le 
radici ©; , ©,,:::, ©, della equazione 


| dia — O, Arz A Ar n 
Aa: s Aa Q, , Aan = 0 
Ani , Ana serie T = @W | 


saranno tutte diverse fra loro, avremo 


Ax, 0 PMO; 


4. È inutile osservare che possono enunciarsi immediatamente i teoremi 
correlativi dei precedenti rispetto agli integrali destri. Cerchiamo piuttosto 
il valore della sostituzione caratteristica destra mediante quello della sosti- 
tuzione caratteristica sinistra, relativa alla stessa direzione. 

Se eseguiamo la integrazione a destra lungo la linea s, avremo intanto 
per risultato 


\ 


y T 


d T- i 
S'=T IL IIs? Ta; | 
I I 


\ . 


essendo T a det = 1. Ora, se si ha 
Og °° i Od \ 


I, 0;,:::,0; 0 


wW 
S; T Os FT: 0,.0 ’ 
LO E iry di 
posto 
I 
O ’ oO , (0) RO, 
I I 
Re E A Oore O 
S o pale 
zi a I i I I , 
di , o? ’ w; , , o 
IDSE Sle gaan II 
o% ’ o7: ’ I? ’ ’ O; 
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avremo 


onde 


Poniamo ora 
? È (x) 
A=; J[ I[ Z 
I I 


sotto la forma canonica; otterremo 


ove 
E poy O o 
W; , , , >, 
E E o 
? Wi; , >, >» 
pi BE, vii y 
So = dr a a (di ordine y); 
> , O; ? 2 
O OSa i 
, , ’ , Wi 


avremo quindi 
d be . i 
MEV ENIES ATE 
ove V è a det = 1. Onde la caratteristica destra sarà 
tr TI vw 
ÝL se | 


Possiamo quindi dire che /a caratteristica destra si ottiene da quella sinistra 
scambiando dappertutto le wi nelle 1/w;. 

Se si inverte la direzione nella s è evidente che le caratteristiche destra 
e sinistra si scambiano fra loro. 
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$ 3. — IL TEOREMA DI CAUCHY RELATIVO ALLE SOSTITUZIONI. 


1. Sia T una sostituzione della variabile complessa z i cui elementi siano 
funzioni olomorfe di z entro un campo o limitato da una o più linee contorno /; 


diremo che T è una sostituzione olomorfa della variabile complessa z entro il 
campo co. 


Si supponga il campo o semplicemente connesso e che la somma dei 
termini in diagonale nella T sia nulla. 
Posto 
taas Tids Eyd 
avremo che 
L Eas O. 
Inoltre si avrà che gli elementi delle sostituzioni T, , T, saranno finiti insieme 


alle loro derivate; quindi applicando un teorema dell’art. 4, $ 6, della prima 


parte, avremo che, presa entro o una linea s chiusa qualunque, fr dz sarà 


s 
eguale alla identità, onde il teorema: 


TEOREMA I. — Se T (som o) è una sostituzione olomorfa di z entro un 
campo semplicemente connesso o, e s è una linea chiusa entro o, avremo 


a 


|Tds = Ei 


(oi 


2. Da questo teorema si deduce immediatamente come conseguenza 
che, prese entro o due linee qualunque s, , s, che partano da uno stesso punto 
A e terminino in uno stesso punto B, i due integrali 


fra ; fra 


saranno eguali fra loro, onde il teorema: 
TEOREMA II. — Se T (som 0) è olomorfa entro l’area o semplicemente 
connessa, 


[T dz, 
finché s è interno a c, non dipenderà che dagli estremi di s. 


3. Ammesse sempre verificate le condizioni poste nel teorema prece- 
dente, vediamo quali proprietà ha la sostituzione 


S= fT dz 


in cui la linea s senza escire da c va da un punto fisso A ad un punto varia- 
bile di indice z. Posto 


da bide Tay; 


26 
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avremo che T, si otterrà da T, moltiplicandone tutti gli elementi per #, quindi 
impiegando il noto simbolo, avremo 


3S 149S I 
Er r gt 


2° 


Questo dimostra (vedi $ 2, art. 1) che S è una sostituzione monogena. 
Dal teorema II risulta immediatamente che essa è anche monodroma 
(ad un sol valore) e finalmente essa dovrà essere sempre finita. Potremo 
quindi enunciare il teorema seguente: 
TEOREMA III. — Se la sostituzione T (som o) è una sostituzione olo- 
morfa di z in un campo semplicemente connesso o, 


S = [T dz 
A 


sarà una sostituzione pure olomorfa di z (det 1) e sarà 


z 
Con f si intende un integrale esteso ad una linea qualunque entro c, che dal 
À 
punto A va al punto z. 


4. Consideriamo ora un campo doppiamente connesso o limitato da due 
linee s, e sg. Entro o sia T (som 0) olomorfa. Si uniscano le due iinee s, e s, 
mediante una linea /, lungo la quale si eseguisca un taglio: la o così sezionata 
si chiami 0,; i due orli del taglio si denotino con /, e /, . Questo campo 
sarà semplicemente connesso; quindi pel teorema I, avremo 


hoar E È i 
onde 


Visit ia sic ulti) ; 


in cui gli integrali sono eseguiti lungo le diverse linee nel senso indicato dalle 
frecce nella fig. 2. 
Si ponga ora 


ft DU. 
A 
avremo 
[Tds = (U7. 
i 


(2) Nella figura per maggior chiarezza si sono disegnati i due orli del taglio alquanto 
staccati fra loro; ma essi si debbono immaginare coincidenti. Questa osservazione valga per 
le figure successive. 
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Supponendo di eseguire lungo le linee s, e s, le integrazioni nel senso 
indicato dalle frecce nella fig. 2, avremo quindi 


U=. [T d2-U = |T dz 


I 


ove i due integrali f e f vanno rispettivamente eseguiti a cominciare dai 
J 


punti A e B: 


Fig. 2. Fig. 3. 


Ricordando quindi il teorema V del $ 2 e quanto fu detto alla fine del- 
l’art. 3 nello stesso paragrafo, si giungerà al teorema: 
TEOREMA IV. — Se due linee chiuse s, e s, limitano un campo finito due 
` volte connesso, entro il quale una sostituzione T (som 0) è olomorfa, avremo che 
le caratteristiche delle due linee s, e s, relativamente alla sostituzione T saranno 
eguali fra loro, vale a dire che eseguendo nello stesso senso la integrazione di 
T lungo le due linee si otterranno sostituzioni, ciascuna delle quali è la trasfor- 
mata dell altra. 


5. Consideriamo ora un campo x volte connesso o con x linee contorni 
e si eseguiscano 2 — I tagli normali che io trasformino in un campo sem- 
plicemente connesso o’. Sia T (som 0) una sostituzione olomorfa entro o, 
avremo che 


siii 


sarà pure olomorfa entro c' e applicando il teorema V del $ 6 della prima 
parte avremo che dei valori dalle due parti di uno stesso taglio l’uno si otterrà 
dall'altro moltiplicandolo per una sostituzione costante lungo il taglio. 
Abbiamo quindi il modo di comportarsi delle sostituzioni polidrome otte- 
nute come integrali di sostituzioni olomorfe entro campi più volte connessi. 
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Questa proprietà ci sarà utile in seguito per stabilire il legame che passa 
fra la integrazione delle sostituzioni e la integrazione delle equazioni differen- 
ziali lineari. 


6. Abbiasi ora una sostituzione T olomorfa in un dato campo, esclusi 
un certo numero di punti. Se si conducono due linee qualunque, fra le quali 
non si trova alcun punto singolare, le caratteristiche delle due linee saranno 
eguali, e se si conduce una linea qualunque entro la quale non si trova nes- 
sun punto singolare, la sua caratteristica sarà l’identità. 

Tutte le linee le quali racchiudono nel loro interno uno ed un solo punto 
singolare, hanno eguali caratteristiche; questa caratteristica comune si chia- 
merà il residuo della sostituzione T in quel punto. 


7. Cominciamo dal determinare il residuo di sostituzioni del secondo 
ordine per considerare da principio il caso più semplice. 

Ammettiamo da prima che gli elementi della sostituzione divengano 
infiniti del primo ordine in un punto 2 = Zo. Sia 


(O) 2-80 +: E ay a (2) 
sata + (2), 


2 — Zó 


+ &, (2) 


Z—-Zo 
con A, B, C, D costanti e 
A+D=o 0, (2) +@,(2)=0. 


Supporremo &, (2), @, (2) e &, (z) olomorfe nel punto zə. 


Avremo: 

Li SE MM) 
Res( "i = Trasformata di (E dz, 
pari $ ani + ð; (2); 3 POTRAI + &, (2) 


essendo s una curva chiusa che.racchiude nel suo interno il punto 2, e nessun 
altro punto di singolarità. Prendiamo per s un cerchio col centro in Zə e 
col raggio 7; avremo 


2z—3= re" dz = ire’ dè, 


2n 
| x, di “(Ai + è, ire? , Bi + ©, ire”? A 
s= E da 
ANYO J Ci + @y ire, Di + è, ire” 
S o 
Ora sia M un numero superiore al massimo modulo delle funzioni &,, 
®,, ©,, ©, negli intorni di 2, avremo che le due sostituzioni 


Ai, Bi At + ©, iret? , Bi + ©, ire”? 
Ci, Di Ci + ©, ire”? , Di + &, ire” 


quindi 
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differiranno fra loro meno di Mr, onde 
23 23 a 5 3 e 
| Ai, Bi be | Ai + è, ire” , Bi + ©, ire”? ii 
PACH] De J \Ci + &, ire? , Di + è, ire” 
o o 
differiranno fra loro tanto poco quanto si vuole coll’impiccolire conveniente- 


mente 7 (vedi $ 2, Teorema XII, Parte 12). 
Avremo quindi 


k x, È di MAT Bi a 
Re La = Trasformata di Ci, Di 


Ora si ha (Parte 12, $ 1, Art. 9), supponendo AD — BC =} 0, 
Ai , Bi d er, 0 à 
Ci, Di) d0 a SERIE A RI 


à = AD — BC 


essendo S e S, due sostituzioni costanti a det = 1, l’ultima delle quali arbi- 
traria, quindi (Parte 18, $ 2, Teorema VI) 


PANE: Bi e Š e?n o 1 ca t9 
Ci, Dz SI Wo ni gisk yo grand È 1 


è cs) 2243, 0 
tie Yi, yo O seth , 


à = VAD — BC. 


onde finalmente 


Se si avesse invece AD — BC = o, si potrebbe porre (Parte 12, $ 1, 


Art. 9) 
Mia 1,0 
(ci pe) =#1S(6/1)Sa). 


essendo S e S, due sostituzioni costanti a determinante 1. Quindi 


onde 


À = VAD— BC = 0. 
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Si ha dunque che i residui dipendono soltanto dai coefticienti dei termini 
d’infinito. 


6. Passiamo ora a considerare il caso generale in cui la sostituzione sia 
di ordine x e gli elementi divengano tutti infiniti del primo ordine in un 
punto 2 = 2. 

Sia la sostituzione (som = 0) 


Ar A S A Š 

z—z Pir (2); sara opi sier + Örn (2) 
Air s lr , s rn 3 © 

A 4 A z 
Qar s Aa ) san | — Io 4. Bai (2) ? 22 E PET + Osa (2) 
Anr s nz, s Onn A 

FAGE ~ 
PR Li Ön: ARE Papa Tito) 


ove le A; sono costanti e le &;s (2) sono funzioni olomorfe negli intorni di 2,, 
e si ha 


n n 
SA a id 
I I 


Per determinare il residuo di T nel punto z,, costruiamo col centro in 
questo punto un cerchio s di raggio 7; avremo 


TAG + 1r, s Rig 12. SRI + FO: n 


s o . *_m . + 
TAn: -= rOn," Prd ZA nin + Onn 


e con un ragionamento analogo a quello fatto precedentemente 


AA tA fti SI: TA n 


fTdz = Trasformata di f reca ec... |d. 
$ o A si 


Per eseguire la integrazione, basterà porre la sostituzione costante 


sotto la forma canonica. Si otterrà in tal modo 


TR: È Mg i 
OSE ....-.-|= Trasformata di ] I, | [TP ; 
° I I 
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ove 
TO = bo, ii 0 


e mediante le integrazioni (ved. $ 8, Parte 12) 


\ d ti 
[Tds = trasformata di II, IIS? f 


, Ove 


TA dia O yO KESO 
To; g2? T0; , ez; , 0 ) TO 
(x) 2 

S; = So e2 TO; ; "i ez 99; e270; 7 JO 

T2 n 
=i na —3 

(anti 270; , (27) 2n; (2 T)* erro; e2 TO; 
T(A—1) T(X—-2) T(X—-3) 


Ora è facile dimostrare che, posto 


> F îa 
W ix LL, II, sE 
I I : 


sotto la forma canonica, si trova 


— x 


d 4 
W=U; II, IB, V?” {u-, 


ove 
e2%%;, 0 O j ,0,0 
I g? 30, O E o, 
o- e 
V* = lo) NE: e270; Oyo d 
(0) Me, , 0 i AO PR e 
avremo quindi 
te trivio 
z=% z I 


N 


La determinazione del residuo si ottiene quindi dalla risoluzione di una 
equazione di grado x i cui coefficienti sono dipendenti soltanto dai termini 
d’infinito degli elementi della sostituzione T. 
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o. Si consideri ora una sostituzione olomorfa entro uñ certo campo o 
semplicemente connesso limitato da un contorno s e sia 


w ‘è)(#: letale dog» 18/6. e 


n 
T = ; Di, AT 
I 


Ons (2) et nOA (2) 


Si prenda un punto 4, qualunque entro o e si denoti con ©}, il valore 
di © per 2 = 2. Si formi poi la sostituzione 


~ Cir ~ Cra ~ Cin 
E ei T A a RE TEET 

~ Car ~ C22 ~ Can 

6) Eu O) 

Ts 2I z—Zo , 22 Z — Zo , , 28350 j 

~ Cni ~ Cn ~ Cnn 

&) (00) TE &) 
ai POST rici T de E EA 

ove le sa sono costántite' c;; = Cn =***= Cna. 


TEOREMA V. — Se poniamo 


[T, d =W,, 


s 


questo integrale a meno di sostituzioni trasformatrici non dipenderà che dai va- 
lori delle costanti cą e delle Ör, nel punto z = 25 . 

Questo teorema perfettamente analogo al noto teorema di CAUCHY 
ci permetterà di estendere il teorema stesso di CAUCHY alle equazioni dif- 
ferenziali lineari. 


$ 4. — PUNTI SINGOLARI DELLE SOSTITUZIONI. 


1. Una sostituzione venne chiamata o/omorfa in un punto se le funzioni 
che ne costituivano gli elementi erano olomorfe in quel punto (vedi paragrafo 
precedente). Se una sostituzione in un punto non è olomorfa, chiameremo il 
punto un punto singolare. 

Distingueremo i punti singolari in due categorie secondoché essi sono 
di diramazione della sostituzione oppure non sono tali. 


2. Se un punto singolare è di diramazione per una certa sostituzione 
(det = 1), ma non è di diramazione per la derivata sinistra (o destra) della 
sostituzione, lo si chiamerà un punto di diramazione abeliano sinistro (0 destro). 
In questo caso la proprietà del punto di diramazione consiste in questo: che 
girando intorno ad esso, la sostituzione data viene moltiplicata a destra (o a 
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sinistra) per una sostituzione costante (det = 1) che chiameremo il modulo 
del punto di diramazione e che non è altro che una trasformata del residuo 


della derivata in quel punto. 
Sia C la sostituzione costante corrispondente ad un punto di diramazione 


abeliano sinistro 2, di una sostituzione S. E facile dimostrare che può sempre 
porsi 

TSRS, 
ove S, non ha diramazione in z, ed S, non dipende che daC e può determinarsi 


senza difficoltà. 
Infatti C potrà porsi sotto la forma canonica 


Ca u= II JÍ, T? M, 


ove 
lte Onr tO è a 
(x) I; (0) II 
— ? So , — 
T, a . 3 18 > i 
; I 
(0) Š O ELEF s 
Posto 
As = e? NiO g > 
avremo che la sostituzione (vedi paragr. prec.) 
d Ts () 
cli x 
U iti II Tg: fo 
I 1% 
ove 
ds 
gas 2’ o ,0 , ,0 
I ds 
rr Sagl! ’ , 0 
(Ca) 
Na: I ra ’ 
O , ENI 3 ’ (0) 
Z mur e] Z Pr Zo 
Os 
(0) >» o ’ (0) , ’ Z — So 


ha appunto per residuo nel punto 2, 
me 


1 HEALE? 


Li I 
Abbiamo ora 


V = fUdz = fu, &__ [U, dlog (2 — 2) 


E — Jo 
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De: \ 
05,0 ,0 , ,0 
b H I Os, (0) ’ , (0) 
Lin II. II, ro età I O 
I 
0 (0) , L5 ’ T 
Poniamo 
log (z — Zo) =, 
avremo 
| 205% 3.0 ’ ,0 
e o.b w. 
P 7 ; lo) 
t(1) e ’ es Li È 
V i ta t A TT rw 
Il 1% m(2) 7 T Spi : i II II, z 
— — 2 
gx i t EN osb, ; 2055 
(XA) mx —_2) 
Ora 
(2— 20)°s , o , (o) da o 
(2 — 20)®s log (2 — 20) + (2-20): A RT o 
KO=| Figlio), (e z"rlog(z—z) © lena, 0 
va 
I O. a 
TAI) (z — Zo)®s [log (z— zo)]* 5 z n2) (z — 20)®s [log (2 — 20)]* A sia a (z— Zo)®s 


Potrà quindi trovarsi una sostituzione costante N, tale che 


REE AN, 

E OREN (2) 

s= N) ILILK È 

abbia per modulo nel punto di diramazione z, la sostituzione”C. Ne segue che 
Sen 

non avrà più diramazione in z = 2, e quindi 


S= Syd. 


Si ottiene quindi il risultato enunciato precedentemente. 
Analogamente si avrebbe nel caso di un punto di diramazione abeliano 
destro. 
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3: I punti di singolarità di una sostituzione, che non sono punti di dira- 
mazione, si diranno poli di prima specie o semplicemente poli, se in essi 
tutti gli elementi hanno soltanto dei poli nel senso ordinario che si dà a 
questa denominazione nella teoria delle funzioni. 

Se una sostituzione (det = 1) ha un punto di singolarità non di dirama- 
zione, che non è un polo di prima specie, ma che è però un polo di prima 
specie per la sua derivata sinistra (o destra), il punto singolare si chiamerà 
un polo di seconda specie sinistro (0 destro). 

Così pure un punto di diramazione di una sostituzione (det = 1) tale 
che in esso la derivata sinistra (o destra) ha semplicemente un polo di prima 
specie si dirà un punto di diramazione polare sinistro (o destro). 

È facile riconoscere la esistenza di poli di seconda specie. Così la sosti- 


tuzione 
esle j O 
S r gel? Ser Ijz 


ha per z =o un polo di seconda specie che non è un polo di seconda specie 
destro. Infatti 


dS ner 
de © NE a 
20 
EAR, 
DY rr i 
GU 
dz I 
ezls FE sa 
) 52 


4. È facile dimostrare i teoremi seguenti: 

TEOREMA I. — Le derivate (destra e sinistra) di una sostituzione (det = 1) 
in un punto ove questa ha un polo di prima specie hanno pure dei poli di 
prima specie. 

TEOREMA II. — Se si moltiplica a destra una sostituzione che ha in un dato 
punto un polo di seconda specie sinistro, per una sostituzione che in quel punto 
è olomorfa 0 ha al più un polo di prima specie, il prodotto avrà in quel punto 
un polo di seconda specie sinistro (vedi anche il teorema correlativo). 

TEOREMA III. — Se si moltiplica a destra una sostituzione che ha in un 
dato punto una diramazione polare sinistra, per una sostituzione che in quel 
punto è olomorfa, o ha al più un polo di prima specie, il prodotto avrà pure 
în quel punto una diramazione polare sinistra. 

TEOREMA IV. — Se si moltiplica a destra o a sinistra o da ambo le parti 
una sostituzione S che ha in un dato punto un polo di seconda specie (destro o 
sinistro) o una diramazione polare, per una sostituzione costante, il prodotto 
avrà sempre in quel punto una singolarità avente lo stesso nome di quella 


posseduta da S. 
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TEOREMA V. — Se una sostituzione ha in un punto un polo di seconda 
specie sinistra o una diramazione polare (o in generale abeliana) sinistra, la sua 
inversa avrà invece una singolarità dello stesso nome destra. 

I teoremi precedenti si dimostrano senza difficoltà applicando i teoremi 
dati nella prima parte per le derivate dei prodotti di sostituzioni. 


$ 5. — SOSTITUZIONI ALGEBRICHE E SOSTITUZIONI ABELIANE. 


I. Abbiasi una sostituzione i cui elementi siano funzioni monodrome 
definite sopra una superficie di RIEMANN; diremo la sostituzione monodroma 
sulla superficie di RIEMANN ®. Se oltre ad essere monodromi, gli elementi 
della sostituzione sono regolari 4 sopra la superficie di RIEMANN, diremo 
che la sostituzione è una sostituzone regolare su quella superficie di RIEMANN 
o anche che è una sostituzione algebrica. 

Ogni polo di un elemento della sostituzione sarà un polo della sostitu- 
zione. 

Se la sostituzione algebrica non ammette nessun polo essa deve essere 
una costante. 

Se il genere della superficie di RIEMANN è p, eseguendo successivamente 
39 — I sistemi di tagli (i tagli normali), la superficie di RIEMANN potrà ridursi 
ad essere semplicemente connessa (cfr. NEUMANN, op. cit., p. 182). 


2. Distinguiamo i poli di una sostituzione (som = 0) in due categorie: 
quelli per i quali il residuo della sostituzione è diverso dalla identità (pol 
aventi residuo) e quelli per i quali il residuo è l’identità (poli senza residuo). 

Escludiamo ciascun polo avente residuo mediante un piccolo contorno 
chiuso ed eseguiamo sulla superficie di RIEMANN tanti tagli che da questi 
punti vadano ad uno stesso punto situato lungo una riva di uno dei tagli 
normali precedentemente considerati. La superficie di RIEMANN R dopo 
eseguiti i tagli normali e questi ultimi tagli, si chiami R’; essa sarà sempli- 
cemente connessa. 

Prendiamo sopra R’ un punto qualunque 2, e denotiamo con T (som 0) 
la sostituzione algebrica: avremo che 


> — (14 


(3) Una funzione monodroma sopra una superficie di RIEMANN che possiede dei poli 
e dei punti di singolarità essenziali venne chiamata da APPELL («Acta Math. », T. 1) una 
funzione di un punto analitico, quindi si potrebbe anche chiamare per analogia sostituzione 
funzione di un punto analitico una sostituzione monodroma sopra una superficie di RIE- 
MANN. 

(4) Una funzione regolare sopra una superficie di RIEMANN non ammette altre singo- 
larità che dei poli. Vedi C. NEUMANN, Vor/esungén über Riemann’s Theorie der Abel’schen 
Integrale, p. 117. ; 
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sarà monodroma sulla superficie sezionata. Essa si chiamerà una sostituzione 
abeliana sinistra. Invece 


z 
S, = Tdz Í 
žo 
si dirà una sostituzione abeliana destra. 

Per distinguerle da altre classi che considereremo in seguito chia- 
meremo queste due classi di sostituzioni, sostituzioni abeliane semplici. In- 
tenderemo dunque rispettivamente per sostituzione abeliana destra o sini- 
sira, una sostituzione la cui derivata destra o sinistra è algebrica. 

Le sostituzioni abeliane semplici che si conserveranno sempre finite le 
chiameremo di prima specie; se saranno infinite in qualche punto senza che 
la T possegga poli aventi residuo, si diranno di seconda specie; se la T pos- 
siede poli aventi residuo si diranno di zerza specie. In altri termini una sosti- 
tuzione abeliana di seconda specie non potrà avere che dei poli di prima o di 
seconda specie, mentre una sostituzione abeliana di terza specie possiederà dei 
punti di diramazione polari. 


3. TEOREMA_I. — Se si considera un taglio della superficie di Riemann 
o una porzione di taglio compresa fra due nodi consecutivi, i valori di una sosti- 
tuzione abeliana sinistra sopra una delle rive del taglio saranno eguali ai valori 
sull'altra riva moltiplicati a destra per una sostituzione costante. 


Àr pi 


Pr P2 


Prendiamo infatti le due coppie di punti opposti lungo una stessa 
riva A, , f:; 2; P2- Avremo se T è algebrica (som 0) 


S= J Tae, 
da 
Sa, ni TdeSu, 
Ca 
Se, = | Tdz-S, 
Ma È 
ha e 
«Ev wi Tdz, 
quindi 


come si voleva dimostrare. 
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TEOREMA II. — Se un taglio a si dirama in due tagli b e c, la sostitu- 
zione costante relativa al taglio a è uguale al prodotto delle sostituzioni relative 
ai due tagli bec. 


b 
IS 
a = ê 
Z 
S 
c 


Considerando infatti il nodo «By e denotando con A, B, C rispettiva- 
mente le tre sostituzioni costanti relative ai tagli a ,ġ,c di una sostituzione 
abeliana sinistra S, avremo 


Sa Sy = (Sa * Sp) (S6 Sy) 


vale a dire 


come volevasi dimostrare. 

TEOREMA III. — Se si ha una superficie di RIEMANN e una sostituzione 
a det = o żale, che sulla superficie di RIEMANN (dopo averla convenientemente 
sezionata) si conserva monodroma e i valori lungo una riva di un taglio sono 
eguali ai valori lungo la riva opposta, moltiplicati a destra per una sosti- 
tuzione costante lungo tutto il taglio o la porzione di taglio compresa fra due 
nodi consecutivi, ed oltre a ciò non possiede che dei poli di prima specie o di 
seconda specie sinistri ed i punti di diramazione sono tutti polari sinistri, la 
sostituzione sarà abeliana sinistra. 

Infatti pel teorema I, $ 1, Parte prima, avremo che la derivata sinistra 
della sostituzione sarà monodroma su tutta la superficie di RIEMANN non 
sezionata; oltre a ciò (vedi paragr. prec.) non avrà che dei punti di singo- 
larità polari, e quindi sarà algebrica. 

Come conseguenza di questo teorema si ottiene subito l’altro: 

TEOREMA IV. — Se si moltiplica a sinistra una sostituzione abeliana 
sinistra per una sostituzione algebrica (det 1), il prodotto sarà una nuova 
sostituzione abeliana sinistra avente le medesime costanti lungo gli stessi tagli 
(vedi paragrafo prec., teorema Il). 

Si ha poi il 

TEOREMA V. — Se due sostituzioni abeliane sinistre, definite sopra una 
medesima superficie di RIEMAMN, hanno lungo gli stessi tagli le medesime sosti- 
tuzioni costanti, una di esse sarà eguale all'altra moltiplicata a sinistra per 
una sostituzione monodroma sulla superficie di RIEMANN. 

Infatti se le due sostituzioni considerate saranno S e S,, avremo 
che S, S_* dovrà risultare monodroma sulla superficie di RIEMANN non 
sezionata. 
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In particolare se le due sostituzioni abeliane saranno di prima specie, 
la sostituzione S, S—* dovrà conservarsi sempre finita, quindi dovrà risultare 
costante. Ne segue il 

TEOREMA Vis. — Due sostituzioni abeliane sinistre di prima specie, defi- 
nite sulla stessa superficie di RIEMANN e aventi lungo gli stessi tagli le medesime 
costanti, si otterranno l'una dall'altra mediante la moltiplicazione a sinistra 
per una sostituzione costante. 

In altri termini: 

Una sostituzione abeliana sinistra di prima specie, sarà definita a meno 
di una sostituzione moltiplicativa costante a sinistra, quando se ne conosce- 
ranno tutte le sostituzioni costanti dei tagli. 

TEOREMA VI. — Se due sostituzioni abeliane sinistre corrispondono ad 
una stessa sostituzione algebrica, le sostituzioni costanti lungo i tagli dell’una 
sono le trasformate delle sostituzioni costanti dell altra. 

Infatti siano S e S' due sostituzioni abeliane sinistre corrispondenti 
alla stessa sostituzione algebrica T. Avremo 


d d cr_ 
Quindi 
S=SC, 


essendo C una sostituzione costante. Abbiasi ora alle due rive à e p di un 
taglio qualunque 


DIE Se A, 
essendo A costante. Avremo 
Mens CA 
quindi 
è Sgt, (CAC-*), 


il che dimostra il teorema. 

Presa una certa sostituzione algebrica T (som o) definita sopra una 
superficie di RIEMANN R ed eseguiti i tagli nel modo indicato nell’art. 2, si 
costruiscano tutte le possibili sostituzioni abeliane semplici che si possono 
ottenere integrando a sinistra la T. Esse avranno lungo gli stessi tagli delle 
sostituzioni costanti che saranno le une le trasformate delle altre. Quando 
esse si ridurranno alla forma canonica (Preliminari, $ 2, Parte prima) 
potranno considerarsi tutte come le trasformate delle medesime sostitu- 
zioni canoniche. Queste potranno chiamarsi le sostituzioni caratteristiche 
sinistre di ciascun taglio. 


4. Relativamente alle sostituzioni abeliane destre potremo enunciare i 
teoremi correlativi di quelli dimostrati precedentemente. Avremo poi il 

TEOREMA VII. — La sostituzione inversa di un integrale abeliano sini- 
stro è un integrale abeliano destro e reciprocamente. 
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Questo teorema si dimostra, sia osservando che la sostituzione inversa 
ha la proprietà che i valori che essa prende su di una riva di un taglio si otten- 
gono da quelli sull’altra riva moltiplicandoli æ sinistra per una sostituzione 
costante e tenendo conto del teorema V del paragrafo precedente; sia appli- 
cando quanto fu dimostrato nel $ 1 (Parte prima), teorema VII. 

Sarebbe facile estendere le stesse considerazioni fatte ora relativamente 
alle sostituzioni abeliane, alle sostituzioni ottenute integrando sostituzioni 
che avessero delle singolarità essenziali. Così per esempio, se nel teorema III 
non si pone nessuna condizione relativamente alle singolarità della funzione 
che si considera, si potrà modificare il teorema dicendo che la sostituzione 
stessa deve avere una derivata sinistra monodroma sopra la superficie di 
RIEMANN. 


5. È evidente l’analogia che presentano le sostituzioni abeliane semplici 
cogli integrali abeliani; però le sostituzioni abeliane dànno luogo ad altre 
classi di sostituzioni di cui le corrispondenti non esistono per gli integrali 
abeliani; o almeno si confondono colle funzioni algebriche o cogli integrali 
abeliani stessi. Dimostreremo perciò i seguenti teoremi: 

TEOREMA VIII. — Se si trasforma una sostituzione monodroma sopra 
una superficie di RIEMANN per mezzo di una sostituzione abeliana sinistra, 
si ottiene una sostituzione i cui valori alle due rive di ciascun taglio sono gli 
uni le trasformate degli altri, mediante la sostituzione costante (della sostitu- 
zione abeliana) relativa a quel taglio. 

Infatti se S è una sostituzione abeliana sinistra e T è monodroma, si 
ponga 

OESO A Sa 


Se à e ọ sono due punti situati alle due rive di uno dei tagli, avremo 


À 
p 
SA: 
MIE LA R 


essendo A la sostituzione costante relativa a quel taglio o a quella porzione 
che si considera. Quindi 


SL My ee ATTS Egg) A 
vale a dire 
TA sr Ato 


il che dimostra il teorema. 

TEOREMA IX. — Se si moltiplica a sinistra una sostituzione abeliana 
sinistra per una sostituzione abeliana destra, avente costanti diverse, ma defi- 
nita sulla stessa superficie di RIEMANN cogli stessi tagli, il prodotto avrà la pro- 
prietà che i suoi valori da una parte di ciascun taglio si otterranno da quelli 
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dall'altra parte moltiplicandoli a destra e a sinistra per delle sostituzioni costanti 
lungo ciascun taglio o ciascuna porzione di taglio compresa fra due nodi con- 
secutivi. 

Questo teorema si dimostra immediatamente. I due teoremi VIII e IX 
ci mostrano la esistenza di altre classi di sostituzioni abeliane oltre alle sosti- 
tuzioni abeliane semplici considerate precedentemente. 

Chiameremo sostituzioni abeliane doppie quelle i cui valori alle rive di 
ciascun taglio si ottengono gli uni dagli altri mediante la moltiplicazione 
a destra e a sinistra per sostituzioni costanti (a det = 1) lungo tutto il taglio 
o la porzione di taglio compresa fra due nodi consecutivi. Nel caso in cui i 
valori lungo una riva si otterranno da quelli sull’altra riva eseguendo una 
trasformazione mediante una sostituzione costante (a det = 1) lungo tutto 
il taglio (o la porzione di taglio compresa fra due nodi consecutivi) la sosti- 
tuzione si dirà una sostituzione abeliana trasformante. 


6. TEOREMA X. — La derivata di una sostituzione abeliana doppia (det=1) 
è una sostituzione trasformante. 

Sia S una sostituzione abeliana doppia (det = 1); alle due rive à e pọ 
di uno stesso taglio, avremo 


Sr = AS B., 
essendo A e B due sostituzioni costanti lungo tutto il taglio o la porzione 


di taglio compresa fra due nodi consecutivi. 
Derivando a sinistra avremo (vedi Parte 12, $ 1) 


SIA 
Posto quindi 
Sor 
avremo 
Ta =.AT: AT, 


il che dimostra che la sostituzione T è trasformante. 

TEOREMA XI. — Gli integrali sinistro e destro di una sostituzione trasfor- 
mante (som = O) sono sostituzioni abeliane doppie. 

Denotiamo con T la sostituzione trasformante (som = 0). Si prendano 


Àr y da 


Pr P2 


due coppie di punti (M ,ọ:), (A., P2) alle due rive di uno stesso taglio (o 
di una stessa porzione di tagli compresa fra due nodi consecutivi). Avremo 


pare A To Au 


27 
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essendo A una sostituzione costante lungo il taglio (o la porzione di taglio). 
Si ponga 


S = (de, 


essendo 2, un punto arbitrario, e supponendo che il cammino d'integrazione 
non esca dalla superficie di RIEMANN. Avremo 


Ora 

Àz g2 

fT dz =f(A-:T:A}& 
e per il teorema VII della Parte 12, $ 2, 


[a= Taa) de = A ( [Te de) A 


(hi 


Quindi 
Su = ac (fT. da) A- Sn. 
Ma 
@2 
JTe de = SoS) 
quindi 


Sg = A^ Se So, ASa + 
Supponiamo à, variabile e À, fisso; posto 
So ASaj= B, 
avremo che B sarà costante, quindi 
Sag ASD 


il che dimostra che S è una sostituzione abeliana doppia. 

La stessa dimostrazione varrebbe anche per provare che l’integrale 
destro di T è pure un integrale abeliano doppio. 

TEOREMA XII. — Se T è una sostituzione trasformante e e se le sostituzioni 
costanti dei tagli sono eguali a quelle di una sostituzione abeliana sinistra S, si 
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dovrà avere che T è la trasformata di una sostituzione monodroma mediante la 
sostituzione trasformatrice S. 

TEOREMA XIII. — Se S è una sostituzione abeliana doppia e le sue costanti 
di sinistra sono eguali alle inverse delle costanti di una certa sostituzione abe- 
liana sinistra X o în generale di una sostituzione È ottenuta integrando una 
sostituzione monodroma, avremo 


= va E 


essendo X, una sostituzione la cui derivata è monodroma sulla superficie di RIE- 
MANN. 

TEOREMA XIV. — Za sostituzione inversa di una sostituzione trasformante 
è una nuova sostituzione trasformante avente le medesime costanti dei tagli. 

TEOREMA XV. - // prodotto di più sostituzioni trasformanti aventi le mede- 
sime costanti dei tagli è una nuova sostituzione trasformante colle stesse costanti 
dei tagli. 

TEOREMA XVI. - Tutte le sostituzioni abeliane doppie ottenute integrando 
a sinistra una stessa sostituzione trasformante (som = o) hanno le sostituzioni 
costanti di sinistra eguali fra loro ed eguali alle inverse delle sostituzioni co- 
stanti della sostituzione trasformante; le sostituzioni costanti di destra si otter- 
ranno le une dalle altre mediante trasformazione. 

Questi ultimi teoremi si dimostrano immediatamente. 


7. Restano ora da risolvere le seguenti gestioni, che sono evidente- 
mente importanti nella presente teoria: 

1è Data una sostituzione abeliana doppia, sarà sempre possibile decom- 
porla nel prodotto di due sostituzioni ottenute integrando rispettivamente a destra 
e a sinistra due sostituzioni monodrome sopra la superficie di RIEMANN? Quando 
è che sarà possibile decomporla nel prodotto di una sostituzione abeliana sinistra 
moltiplicata a sinistra per una sostituzione abeliana destra? 

2° Se questo è possibile, eseguire la decomposizione della sostituzione 
abeliana doppia nella maniera indicata. 

Supporremo sempre la sostituzione abeliana doppia col determinante 
eguale all’unità. Mediante i teoremi X, XI, XIII, XV le precedenti que- 
stioni si possono ridurre alle seguenti: 

13 Data una sostituzione trasformante (som = 0) sarà sempre possibile 
ottenerla mediante la trasformazione di una sostituzione monodroma per mezzo 
di una sostituzione formata integrando a sinistra una sostituzione monodroma? 

22 Se ciò è possibile, eseguire la decomposizione della sostituzione tra- 
sformante nella maniera indicata. 

Oltre a ciò il seguente teorema ci indica una via per risolvere le altre 
questioni proposteci. 

TEOREMA XVII. — Se un integrale abeliano doppio è ottenuto moltiplicando 
a sinistra un integrale abeliano sinistro per un integrale abeliano destro, le 
derivate saranno sostituzioni trasformanti ottenute trasformando sostituzioni alge- 
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briche mediante sostituzioni abeliane sinistre; e reciprocamente se 
‘una sostituzione abeliana trasformante è ottenuta trasformando una sostituzione 
algebrica (som 0) mediante una sostituzione abeliana sinistra, i suoi integrali 
saranno prodotti di sostituzioni abeliane semplici. 

Infatti se S è abeliana destra e S, è abeliana sinistra, avremo (Parte 


12, $ 1) 
d (SS:) = s(£d | -A 


dg 1 e gg al 


dz dz 


d d x talia sE P 3 4 
Ma ar "sl z © è una sostituzione algebrica e ST! può considerarsi come 


una sostituzione abeliana sinistra; la prima parte del teorema risulta quindi 
dimostrata. 
Sia S, una sostituzione abeliana sinistra e T (som o) sia algebrica. Si 


ponga 
Red; 15,; 
avremo 


Î Rdz = pier TS, dz . 


Onde, posto 


avremo (Parte 12, $ 2) 
f'Ras = ST “S, (SI: 


La derivata sinistra di 
So (Ss) A Sa 


è algebrica, quindi * 
f Ras =S75S,, 


come volevasi dimostrare. 

Le due questioni di vedere quando una sostituzione abeliana doppia può 
porsi sotto la forma del prodotto di due sostituzioni abeliane semplici e di veri- 
ficare quando una sostituzione trasformante è la trasformata di una sostituzione 
algebrica mediante una sostituzione abeliana sinistra, rientrano quindi una 
nell’altra. 

Senza cercare di risolvere le varie questioni enunciate alla fine di questo 
paragrafo, pure nel paragrafo seguente accenneremo ad alcune ricerche a 
cui hanno dato origine i precedenti problemi. 
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$ 6. — SOSTITUZIONI ALGEBRICHE E SOSTITUZIONI ABELIANE. 


(Seguito). 


I. Ricordiamo che, se si ha una sostituzione 


Arr. s r2 0°" Ain 
T = Ar s laz 3° s lan 
Anı s n2s3***z Ann 


il primo membro della equazione 


ir — ®, Ariz , ’ Ain | 
A; > Aaa O, ’ Aa n =o0 
Ani ) Ana T s Ann — 6) 


fu chiamato il determinante caratteristico della sostituzione; perciò chiame- 
remo l’equazione precedente la equazione caratteristica della sostituzione. 

TEOREMA I. — Se T è una sostituzione algebrica o trasformante rispetto ad 
una certa superficie R di RIEMANN, /a equazione relativa alla sostituzione avrà 
i coefficienti monodromi sopra la superficie di RIEMANN: Nel primo caso questi 
coeficienti saranno algebrici. i 

Il teorema è evidente nel caso. in cui T sia algebrica; per dimostrarlo 
nel caso in cui la sostituzione sia trasformante, osserviamo che, se si parte 
da un punto qualunque della superficie di RIEMANN e, dopo aver percorso 
un cammino qualunque, si torna al punto iniziale, la sostituzione T ripren- 
derà il valore iniziale, o tornerà trasformata. Ne segue (ved. Parte 18, Pre- 
liminari, $ 2) che la equazione caratteristica delia sostituzione (quando si 
tornerà al punto iniziale) tornerà ad avere le stesse radici che aveva ini- 
zialmente. Ciò dimostra il teorema. 


2. Presa una sostituzione algebrica o trasformante nel caso in cui i coeffi- 
cienti della equazione caratteristica siano a/gebrici, si considerino le radici 
dell'equazione stessa che indicheremo con @,,@,,-::,0,. Siccome i coef- 
ficienti dell'equazione sono regolari sulla superficie di RIEMANN, così consi- 
derando le ©,,©,,---, ©, come funzioni dei punti della superficie di RIE- 
MANN, avremo che percorrendo un cammino chiuso qualsiasi sulla superficie 
di RIEMANN, le ©, , %,,---, ©, torneranno in loro stesse o subiranno fra loro 
una permutazione. È evidente che le permutazioni non avranno luogo altro 
che quando il cammino chiuso avrà nel suo interno uno o più punti in cui il 
discriminante della sostituzione si annulla (punti di diramazione). 
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Se la equazione sarà irriduttibile, le ®,, ©,,--:, ©, potranno riguardarsi 
come gli x rami di una funzione ad x valori sulla superficie di RIEMANN. Im- 
maginando distesa sulla superficie di RIEMANN finora considerata una nuova 
superficie di RIEMANN ad x fogli relativamente alla prima e la cui dirama- 
zione (sempre relativamente alla prima) sia quella della funzione di cui le 
©, , ®,,:**,©, sono i rami, avremo che una tale funzione potrà riguardarsi 
come monodroma sopra la nuova superficie di RIEMANN costruita ©). 

Se -la equazione caratteristica della sostituzione non sarà irriduttibile, 
le sue 7 radici potranno distinguersi in v gruppi 


Orr, Or,23° ° s Ork, ; 02,19 O2,2,°%*3 Wa,k, Ar 


Wa,1) W,2° aioi, Oh, k; r D S. Y Oy, kys 


Dki=n, 


tali che le radici appartenenti ad uno stesso gruppo potranno considerarsi 
come rami di una funzione a più valori sulla superficie di RIEMANN. In 
questo caso potranno distendersi sopra la superficie di RIEMANN v nuove 
superficie di RIEMANN R,,R,,:--, Ry (le quali avranno rispetto alla prima 
ki, ka,°%*, ky fogli) sopra le quali le funzioni i cui rami sono i diversi 
gruppi considerati di radici risulteranno monodrome. 


3. Per semplicità supporremo sempre in tutto ciò che segue che 7 discri- 
minanti delle equazioni relative alle sostituzioni che si considerano non siano 
identicamente nulli. In tale ipotesi il numero dei punti in cui il discriminante 
si annullerà sarà finito, e quindi sarà pure finito il numero dei punti in 
cui le radici della equazione diverranno eguali fra loro. 


4. Si consideri la sostituzione algebrica 


HRT EE A KET 


(1) dit ala da = Ò. 


(5) Il genere di questa 2% superficie di RIEMANN non dipende altro che dal genere della 
prima e dalla diramazione della seconda relativamente alla prima superficie. Vedi nota a 
questo paragrafo alla fine. 
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In un punto non di diramazione siano le radici 
i, a Oa 


distinte nei v gruppi considerati precedentemente. 
Potremo porre 


©,, o ,::+,9 


ON ROR, „O 
T=M=>: M, 
(0) ,0 , ; On 
ove 
Mar, , Mi,2 ’ s Mx,n 


ER ae RARE s- COURSE Li 


die ENDT MI i € + 


Avremo (ved. Parte 18, Preliminari, $ 1) 


n 
lis = A Mi,s M,,; Wi, 
I 


essendo M; „ l’elemento reciproco a ms. 
Moltiplicando per 72,,; e sommando rispetto ad 7, si otterrà 


n 
E Ai, s Mr, i = Mr,s Or. 
Í ; 


Si ha quindi per ogni valore di v il sistema di x equazioni lineari omogenee 


| (CA Tai %y) Mr,x + Ax,2Mr,2 +-+ Ar,nMr,n = 0 
i Qa, Mr, F (dis 3% %,) My,2 + DOR + Aa,nMr,n = 0 
Anı Mer, * An,a Mr,2 + » ct (Gan W) Mr,n = o. 


Le Mr r Mrt" M, n SONO determinate a meno di un fattore comune 
sI > 92 > >, , 
per tutte. 


Sia œ, appartenente al gruppo di radici 


Wa,LI Oht Wa k, 


fra loro permutabili, alle quali corrisponde la superficie di RIEMANN Rx 
distesa sulla superficie data R e convenientemente diramata; i rapporti 
Mr,2|Mr,i,Mr,2|Mr,i °° s Mr n|Mr i saranno monodromi sopra R4 e ad ogni 
punto di R corrisponderanno é+ serie di valori per i rapporti precedenti che 
potremo denotare con 


M, x Ma Myn 
e. da di 
r,i Jh,s My, i Jh,s My i Jh,s 


è 7, 
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le quali saranno fra loro permutabili e saranno diramate come le w4,s. Se scri- 
viamo quindi la tabella 


ri x 
| A [i M, 2 ° M, n 
A,x , x Re E , 
È My, ijh, PM, ijh, M, ijh, 


PA (e) (i (=) 
h,2 3 , H URN ’ 
(1) My, i h,2 VM, i h,2 M, i h,2 


® 0 0 A 0 e ss è ss è è s è è e e e è è e ss e e o es e ss 0 è 


© AM, 1 My z É Myn 
Akp > , de ag , 
h? N My goji ky M, ; Jhiky M, i Jak, 


avremo che muovendoci sopra la superficie di RIEMANN R e partendo da 
un punto per ritornare al punto iniziale, ciascuna delle linee della tabella 
precedente tornerà in sé stessa o si scambierà con un’altra linea. 

Lo stesso vale per ogni altro gruppo di radici appartenenti alla equa- 
zione (I). 

Consideriamo ora gli elementi reciproci M,.,; delle 77,,; nel determinante 
della sostituzione M; è evidente che anche la tabella seguente 


O (FE) (Fe) B Re (w) 
REAN Me 7 a Mila Ra 
(II) D'ARIA PAPA S T ET 


PEE n 
| h,k ?) M, ; hh M,; kky’ ’ M,; EA 


godrà della identica proprietà della tabella (I). Se quindi osserviamo che 


n 
S, m,;M,;i=1 (# =, 24° O 
YE 5 


avremo che anche la tabella - 


(III) 7 O4,2 ’ (ae. VI. aa, 3 Lt (ai dla ie sia (a aN a R, 


e"o 0,6 o aTM G n dv do d DE a RE (E 10 O, RISE ISO IE AT ra aa. 


Wah, > (72,,:M,,1)4,4, FRE, (90,,nMy,n)h hg Palo (m, eM, 1)h, r DE 


godrà, per tutti i possibili valori di g ed /, della stessa proprietà delle due 
tabelle precedenti. 


5. Ciò premesso si può passare alla questione: Data una sostituzione 
algebrica trovare le sostituzioni algebriche (0 più in generale monodrome sulla 
stessa superficie di RIEMANN) /e quali sono permutabili con essa. 

Sia T la sostituzione algebrica data; se S sarà permutabile con T dovrà 
essere 


AE oE ST = TS. 
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Si ponga ora T (la cui equazione si suppone avere il discriminante non 
identicamente nullo) sotto la forma canonica. Avremo 


E UT A 
O ,0,,0 O 
T'ae Mes lo) „O MI o PEN o) M (det M = Ti, 


oo: 0 N° TO 


e le 6%, , 0,;:--, On potranno distinguersi nei y gruppi considerati PERESA 
temente. dai la (2) può scriversi 


/®, 50 :,1**, 0 W, 0 ROl 


pas (0) Se e i es (0) OPE araar O 
S I a , M = M—: ISa 4 i MS, 


da cui si deduce 


Or , > (0) O, bi , o) 
e 
MSM Thye. 07. dial DS e MSM TT. 
O °°, n OT juta; 
Perciò (ved. Preliminari) 
Xr, ,0 
MSM=:=|..- . 
(0) , dg An 
Xi, -,0 
SMr: -|M 
Í O, “s Ön 
Se poniamo 
airs ’ Arn Mais s Main 
S —= | «+. + 00.0 » . } 5 M = | > elle ‘allo e 0 Vs e è . , 
Ani; s Ann Mn, s Mn,n 


avremo 
n 
li s = D, m, M;,: Xz. 
I 


Se le a;; debbono essere monodrome sopra la stessa superficie di RIE- 
MANN R sulla quale è monodroma la T, sarà necessario e sufficiente che le 


ia LIRE 3 


siano funzioni definite sopra le Ri in modo da @bbiaro la stessa diramazione 


delle ©,, ©,,:--, 0. Abbiamo quindi che la questione propostaci può rite- 
nersi risoluta. 


Basterà prendere tutte le. possibili funzioni 


i Wi eg, ta 
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che si permutano fra loro come le 


Wi) dat, On, 


dg 0 
S = M—: Craw dea M 
O E e Og 


avremo tutte le sostituzioni monodrome su R permutabili con la sostituzione 
data T. Se le a,,%,,::*, Qn saranno regolari; tale risulterà anche S. 


e costruendo 


6. Passiamo ora alla questione: Date due sostituzioni regolari sulla stessa 
superficie di RIEMANN, riconoscere se esse possono trasformarsi luna nell'altra 
mediante una sostituzione pure regolare sulla stessa superficie e avente il deter- 
minante eguale ad 1. 

Accenneremo soltanto il caso in cui si tratti di sostituzioni del secondo 
ordine. 

Siano le due sostituzioni date 


ty a,b dahat i G: 
s=(7)) s. = (e a) 


dovremo avere, come è noto (ved. Introd. Parte 12), 
(3) a+d=a,+d; .,, D=ad—be=D;=a;d;—b;c,. 


Allora esisterà una sostituzione 


T=) de 
g ( ) 
tale che ; 


TAr E Si, 
vale a dire 


ada — aBc + Yd6 — Byd = a,, 
— aya +-a°c—-Y58B+ayd=c,, 
Bda — B? c + è b — Bòd = b,, 
— YBa + aßc — yb + add = d,, 
donde 
«a + yó = «a, + Bc = X, 
Ba + òb = ab, + Bd, = Y, 
ac + yd = ya; + &c, = Z, 
Bc + òd = Yb, + ùd, = U. 


(4) 


Quando sono soddisfatte due di queste equazioni insieme alle condi- 
zioni (3), le altre due risultano come conseguenza. Potremo prendere quindi 
a considerare le due prime o le due ultime equazioni. 
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Supponiamo 5 =} o. Dalle due prime si deduce: 


a = ASN E pl Ya Xh 
Di 3 Di : 

Lai a da a 
TRMMST. a Lanna 


Supponendo c diverso da zero, dalle due ultime delle (4) si dedurrà 


i d ICAO A 
E TMT anto e ea 1 
Zd: — Uc: Ugs = Zb: 
Y D; >, ò= D, 
e poiché 
xò —- BY = I, 
così dovremò avere 
(5) bi X°— XY (a, —d.) — c, Y° = D, å, 
(6) bZ —UZ (e. — d)—cU=—D;c 


Affinché dunque le due sostituzioni S e S, si possano trasformare l’una 
nell’altra nel modo voluto sarà necessario e sufficiente che si possano deter- 
minare due funzioni X , Y, regolari sulla superficie di RIEMANN sulla ` 
quale sono definite le S e S,, le quali soddisfino alla condizione (5). È evi- 
dente che basterà trovare le due funzioni X , Y perché possano dedursi 
immediatamente le due funzioni Z e U pure regolari le quali soddisfano 
alla (6). 

Il problema è quindi ridotto ad una questione algebrica di analisi indeter- 
| minata. Vedremo ($ 9) come un’altra questione possa ricondursi a questo 
stesso problema algebrico. 

Se uno degli elementi 5 o c fosse nullo, allora le radici dell'equazione 


4—0, bi 
='0 


Ci da, —@® 


dovrebbero essere rispettivamente eguali ad a e d. Ora, mediante due sostitu- 
zioni aventi il determinante eguale ad 1 e regolari sulla superficie di RIEMANN 
in cui sono definite le sostituzioni date, potrebbero respettivamente trasfor- 


._ (a,0 Da: 
marsi S e S, in a i A e quindi luna nell’altra nella maniera voluta. 
’ 


7. Consideriamo ora le sostituzioni abeliane trasformanti. 

È facile dimostrare per primo il teorema: Se una sostituzione trasformante 
è definita sopra una superficie di RIEMANN, esisteranno sempre infinite sosti- 
tuzioni monodrome sulla superficie di RIEMANN, da cui la sostituzione data si 
ottiene mediante trasformazione. (Ammetteremo sempre che il discriminante 
della equazione relativa alla sostituzione non sia identicamente nullo). 
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Sia la sostituzione data 


n «gato ‘ode e, ao ele o. dd 


Arr —d, Qiz ’ 433 , ’ Ain 
a ai 104 a 
(7) h 2I 3 420 3 #23 3 i ’ 2% 
Ani , Ana 14n3 s Inn — ® 


= (— 1)” (0* + A, 0-1 + A, œ” 2 -p oo H An) = 0, 


e le A; saranno tutte monodrome sulla superficie di RIEMANN ove è definita 
la T. 
Si formi ora la sostituzione monodroma 


— A, , Az, Ag; Ani An 
I, O, Aa, o , 
vie O", Tuo Q i 3 (©) 3 (0) : 
O , O Ti; A (©) 3 (0) 
Quy (O IS O y 3 I n (0) 


— Arta Aera ia mn Aa Ada 


I e ae Qr; y O ; (0) 
(0) , I pa , (0) ’ o ui 
o ’ o ’ O, ’ I gira (3 


e sviluppandola avremo 
(— 1)" (0*+ A, @œ”— 1 + A, 0*—-24+..-+ An) =0. 


Ne segue che le due sostituzioni T e 7 sono luna la trasformata dell’altra. 
Esiste dunque una sostituzione monodroma di cui una trasformante è la 
trasformata. Infatti entro ogni campo preso sulla superficie di RIEMANN do- 
vranno trovarsi dei punti ove la equazione (7) non possiede radici eguali. 
Dalla esistenza di una sostituzione monodroma che gode della. voluta. pro- 
prietà segue la esistenza di altre infinite aventi la proprietà stessa. 


8. Relativamente alla questione di determinare tutte le sostituzioni tra- 


sformanti permutabili con una data sostituzione trasformante, si vede facil- 
mente come essa può risolversi in modo perfettamente analogo alla questione 
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Si ceri i Eri ori Altieri PIERRE EP 
trattata nell’art. 5 di questo paragrafo. E si giunge pure ad un analogo ri- 


sultato, cioè, se ®,,@,,:--,, sono le radici della equazione relativa alla 
sostituzione trasformante data ed essa può porsi sotto la forma 


tutte le sostituzioni permutabili potranno porsi sotto la forma 


Xr, t, O 
Marfa: |M 
(©) saio" 
ove le &, , &,,+**+, x, sono funzioni diramate come le ©,,©%,,::*, On. 


o. Passiamo finalmente alla questione (ved. paragrafo prec.) di deter- 
minare le condizioni affinché una sostituzione trasformante possa conside- 
rarsi come la trasformata di una sostituzione algebrica per mezzo di una 
sostituzione abeliana semplice. 

Accenneremo soltanto al caso in cui si tratti di una sostituzione del 2° 
ordine. 

Sia la sostituzione trasformante data 


a,b, 
Tea 
e supponiamo che si possa porre 
TI 
s Dig c,d)\p_, 9) 


sp) en 


. con 


abeliana sinistra. Avremo 
ma, + nc, = am + bp, 
mb, + nd, = an + 59, 
pa, + qc; = cm + dp, 
pb, + gd, = cn + dq, 

donde si vede che si può prendere, supposto 8 =} 0, 

m= ba, 

nd, 

-=a (a, —a) + Ber, 

q = ab, + B (d, — a). 


Se S deve essere abeliana sinistra, dovremo avere che 


dl Dr) Pa 
Zsa ) 
dx Pz — Pi 


(8) 
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dovrà essere regolare. Ora 
d (pi "a di ; ya 
-S = AA -D ’ 
ay d39)\0 9 
Pa oda ir 
DT) NP39 g) 
ovvero per le (8) 


ba + b a = a [bp; + (e: — a) g] + B [c 9a], 

58'+ 5 B = a [; p] + B [bp + (d, — a) Q], 
(a — a) a +c BH a (a: — a) + cp = ţa [p — (a: — a) 91] +R I a: ci], 
b, a'+ (d, — a) B'+ ab; + (d, — a') B = a [~ b; p] +E [bps — (d: — 2) 0]. 


quindi 


Eliminando «',ß’ si ottiene, se D = ad — be, 
a {a [2 b9, + (d — a) — b] + a:b + [2 abp, + (aa — D) p, — 859; + (ab —a' Bd} 
+ B {c [2 ġp, — (€ — a) p— b] + b} = 0, 
a {b [2 ġo; + (d —- a) ga — b] + b: b} 
+B{4:[2 69,4 (@—a)p,—8]44:5+[—2259+ (2°—D)9,—6°9:+(a5'—a'8)]}=o0, 
‘e finalmente eliminando « e f, e ponendo 


259 +(d— a) pa — v dle: I 
ò > 


— 2ab9: + (a°— D) pa — b? pa Hab — a'8 _ y 
TA , 


ò 
si trova 
aXK+a+Y _ cX Fc i 
bX +b; dX pdi +Y 
Scriviamo 
ad, — b, c, = P, , ar +d,;= Si; 


osservando che a, d, — 8; c, = D, la equazione precedente diverrà 
DX° + Y” +S,XY+D;X+S;Y4#+P,=o. 


Ora i coefficienti sono tutti zof e a/gebrici, come pure debbono risultare 
algebrici X ed Y. La questione propostaci è quindi ridotta ad una questione 
analoga a quella a cui siamo pervenuti nell’art. 6. 


10. Enunceremo finalmente un teorema che avrà applicazione in se- 
guito ($ 7). 

Se le radici della equazione caratteristica relativa ad una sostituzione mo- 
nodroma sopra una superficie di RIEMANN sono costanti, la sostituzione stessa 
potrà porsi sotto la forma della trasformata di una sostituzione costante per 
mezzo di una sostituzione monodroma sopra la superficie di RIEMANN. 
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Sia infatti S una sostituzione qualunque funzione di z, la cui equazione 
caratteristica abbia radici costanti; avremo che i divisori elementari di S 
saranno indipendenti da z, quindi S potrà porsi sotto la forma normale 


SaaS 


in cui S; è una sostituzione costante. Ora gli elementi di T potranno dedursi 
da quelli di S e di S, mediante operazioni razionali, e perciò T potrà pren- 
dersi come una sostituzione monodroma sulla superficie di RIEMANN sulla 
quale S è monodroma. 

Se la sostituzione monodroma data sarà algebrica, la sostituzione trasfor- 
matrice potrà pure prendersi algebrica. 


$ 7. — SOSTITUZIONI ABELIANE ESSENZIALI 
E SOSTITUZIONI ABELIANE APPARENTI. 


1. Come vedremo in seguito, è utile fare una distinzione fra le sostitu- 
zioni abeliane semplici in essenziali ed apparenti. 

Se una sostituzione i cui elementi sono funzioni di £ variabili y,, V2,** Yks 
è tale che, se si prendono per y, ,%.,:--,ya degli integrali abeliani gua- 
lunque corrispondenti ad una stessa superficie di RIEMANN, la sostituzione 
risulta sempre una sostituzione abeliana semplice destra o sinistra su quella 
superficie di RIEMANN, diremo che la sostituzione abeliana è apparente; ogni 
sostituzione abeliana semplice definita sopra una superficie di RIEMANN, che 
non può farsi rientrare in una classe di sostituzioni abeliane apparenti, la 
diremo una sostituzione abeliana essenziale. 

Così le sostituzioni del secondo ordine 


IO l it) 
HA GI O €” 


sono sostituzioni abeliane apparenti, perché se si prende per y un integrale 
abeliano qualunque le sostituzioni risultano sempre abeliane sinistre. 

Dimostreremo in seguito che tutte le sostituzioni abeliane sinistre del 
secondo ordine hanno una delle due forme. 


S: T, S, , S, T; S,, 


essendo S, e S, delle sostituzioni costanti. Ne segue che, se, per esempio, fra 
le tre funzioni monodrome ọ, , 92, 93 definite sopra una stessa superficie di 
RIEMANN non passa nessuna relazione lineare 


A; 9: FAP +A;93=0 


con A, , A., A; costanti, avremo che 


Pa 
o vta 


sarà una sostituzione abdeliana essenziale. 
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2. Il problema di determinare tutte le sostituzioni abeliane apparenti di un 
certo ordine si può evidentemente far dipendere dall’altro: determinare tutte le 
sostituzioni di un certo ordine funzioni di k. variabili Yi; Ya,***, Yë, tali che, 
se si aumentano in un modo qualunque queste variabili di a,, a,,---, az, la 
sostituzione viene moltiplicata a destra o a sinistra per una sostituzione che non 
dipende altro che da' queste ultime quantità a,, a,;:--, 4. 

La risoluzione di questo problema non presenta difficoltà. 

Sia infatti S (det = 1) la sostituzione funzione di y;,%y,;:-:,ys che 
gode della voluta proprietà. Cioè si abbia 


S (y; F a, + das <<, YE F aa) =S (Vas Var. "a Ve) G (Or, gr AZ) 


Si ponga 


avremo: 
T: (y: + Ma Wet Xn, +, Ve + Ag) = T; (Va Yast t3 Va). 


Ora questa relazione non è possibile, qualunque- siano &,,@&,,---, «g, a 
meno’ che non si abbia T; indipendente da y;,%,,---,y4- 

Potremo dunque enunciare il 

TEOREMA I. — Tutte le sostituzioni abeliane sinistre apparenti (det = 1) 
saranno date da 


PA ” 
S = f TL Ted», 


ove le T; sono sostituzioni costanti (som = 0). 
Analogamente si vedrebbe che /e sostituzioni abeliane apparenti destre 
saranno date da 


A> 


ž 
s= (IL Tæ) f: 
Ya 
3. Le sostituzioni T; non possono essere fra loro indipendenti giacché 


w 
[L T: 2y: 


deve risultare un differenziale esatto. Le condizioni a cui dovranno soddi- 
sfare si dedurranno dalle regole date nel § 3 e nel § 8, Art. 4 della prima 
parte, come pure potrémo ricavare dalle regole ivi esposte. il modo di ese- 
guire la integrazione e di determinare quindi la forma generale delle sosti- 
tuzioni abeliane apparenti. 

Valgono a tale fine i lemmi seguenti: 

Lemma I. — Za condizione necessaria e sufficiente affinché 


z 
II; T; dy: 
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sia un differenziale esatto, se le sostituzioni T; sono costanti, è che esse siano 
fra loro permutabili. 

Infatti scrivendo le condizioni generali di integrabilità sotto la forma 
nelle quali furono poste nella Nota al $ 3, Art. 7 e al $ 8, Art. 4 della 
prima parte, avremo 


(T, PN (To), + La sa I pian s5 A CEs ; T,)3,3, = 0, 


Ora nel nostro caso, siccome le sostituzioni T; sono costanti, queste 
equazioni divengono 


padre ba; 


come si doveva dimostrare. 
Lemma II. — Se le T; sono costanti e fra loro permutabili, avremo 


k k 
pie T; dý; = II. S: (yi) -C, 


y 
gja J T; dyi 


Yi 


e C è una sostituzione costante. 


Infatti posto 
% 


IRCEN 


I 


avremo, poiché le y; sono fra loro indipendenti (ved. § 1, Parte 12) 


TO s- )e-(L s) I 


Ora, per essere le T; fra loro permutabili, 


Leni 


T= TT; 


e, per essere le y; fra loro indipendenti (ved. $ 2, Parte 12), 


I; Y; 
f POE i va (fT:;4y) Di 
I; 5 
cioè 
SeS LSN; 
f Ts =a S; 15 B ’ 
onde vi 
a Te a ake 
TS (IL, > Tu (IL s) 
28 
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e per la (1) 


il che dimostra il teorema. 
La costruzione di sostituzioni abeliane apparenti non presenta difficoltà, 
la questione riducendosi a determinare delle sostituzioni costanti fra loro. 


permutabili, questione che è stata già trattata nei Preliminari preposti a 
questa seconda parte. 


4. Dimostriamo ora il seguente teorema. 
TEOREMA II. — Se si ka 


dS =M—:" Il T% M 
dy Ax i 
ove M è costante e 
pda T, 
TO a Peet 6 T, 


( (x) 
po ’ peli: > Puy 2 chiari. Pr 
Lon po LD, 
I 


e le 9° sono funzioni algebriche, avremo che S sarà una sostituzione abeliana 
apparente. j 
Infatti potremo porre 
GEMM, 


in cui 


v 


ds; ats (x) 
dk 1 HT A 


e potremo soddisfare alla precedente equazione prendendo 


S, = II,S® j 
I 


ove 
20.0 sr + 0 
s% = 7 Valli o se <a 


AO \ 4A sa 200 
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Ora 
r 
—_I 
Sen ILS |» 
I 
ove 
AP ayse 
so = NP, AS pia sy; 
( 
N , DIRSI Ja TY AW 
con 
P=} i È 
(2) Dal E E 


Abbiamo inoltre 


E = SN S, S e 
ove 
2,0 ,0 
s o) (1) zw % (x) 
S, = II S5 S e MENS 
PRETI A e Saf Le. 
Quindi si dovrà avere 
(3) x MEAR, «a p% 


Derivando le (2) rispetto alle X, si ottiene facilmente 


BAR, SAW 


r+ 
A, E E 
quindi 
d_-1 


È, AR, de i 


sarà un differenziale esatto. 
Dalle (2) si deduce pure 


bg; 3 o è) , (0) 
x) I wW 30W 
AR, = ir AP AP 0 
I 
Wi cè 
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e quindi 

ERSTA AE I 

DICA) 
pr d_1 J RAUL; 

Q Sg Lf d LV vl PAE) A Î 
AXEL AA ri” È 
i; sHC Api 7 EER E REPOTI SE e : 
I 
CE. 


A ET TA A 
I I 


da cui segue facilmente 
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Per quello che fu detto precedentemente, il secondo membro dovrà essere 


un differenziale esatto: ma esso è razionale ed intero rispetto alle (A®n®), 
quindi integrando otterremo un polinomio rispetto a questi rapporti, e perciò 


xw D 20 C ia 
Re Sc i RO] 720) 
d E T H ES ” a0 ) O GA At: der 
I I I I o 
ove P è il simbolo di un polinomio. Ne segue per la (3) 
PACA) DIC?) FEA) PKC] fi 
£ -y + Pi- ’ e, e SA ns Md = 0, 
da 20 20 20 aw ui 


e integrando 
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Ponendo 
I pudx = yo, 
avremo 
x — | o agio a (20 ar Etat Mia 4 een a Ed g) Kig ; 


Si ottengono quindi tutte le A%® espresse mediante le y™® le quali non 
sono altro che integrali abeliani. 


5. Diamo finalmente un teorema di cui avremo varie volte occasione di 
fare applicazioni: ; 
TEOREMA III. — Se Za derivata sinistra (o destra) di una sostituzione abe- 
liana sinistra (0 destra) è permutabile con una sostituzione elementare (vedi 
Preliminari art. 6) costante, la sostituzione sarà abeliana apparente. 
Sia infatti S una sostituzione abeliana sinistra la cui derivata sinistra 
è permutabile con una sostituzione costante C. Posto 


dS _ 

In, 
dovremo avere 

TC = CT. 


Scrivendo C sotto la forma canonica avremo 


€ = M~ II, Cw lm, 


E SIA SE N | 


ove 
A ON 3 O: #0 
co OW, e00 (w + w , 
O 3 O piste) I , 0 


quindi (vedi Lemmi 4° e 7° dei Preliminari) 


r 


T a EL M; 


essendo 
(x) 
ig R O AT (©) 
(4) ( 
TO — Aa va persi 
(x) ( 
And È An, —1 alate a 


e le a® sono funzioni algebriche. A cagione del Teorema II sarà dunque S 


abeliana apparente. 
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Dal teorema precedente si deduce facilmente l’altro: 

TEOREMA IV. — Fra le sostituzioni abeliane non vi sono che quelle appa- 
renti le quali trasformano un gruppo di sostituzioni costanti (det 1), fra le 
quali si trova una sostituzione elementare, in un gruppo isomorfo formato da 
sostituzioni pure costanti. 

Infatti sia S abeliana sinistra e permutabile con un gruppo di sostitu- 
zioni costanti. Se C e C, sono due sostituzioni dei gruppi e C è elemen- 
tare, dovremo avere 


(3) S_!CS = C, 


ovvero 


CS="SC,; 
e derivando rispetto alla variabile indipendente 2 


dS ASS 
o i RAR 


Ora per la (3) C e C, debbono avere gli stessi divisori elementari, quindi 
C, sarà una sostituzione elementare, onde pel teorema precedente S è abe- 


liana apparente. 

Reciprocamente abbiamo il 

TEOREMA V. — Presa una sostituzione abeliana apparente, si potranno 
sempre trovare due gruppi isomorfi di sostituzioni costanti trasformabili me- 


diante essa l’uno nell'altro. à 
Sia infatti una sostituzione abeliana apparente (sinistra) S, potremo 


sempre porre 


k 
dS=IIT:4v, 


ove le T; sono sostituzioni permutabili fra-loro. 
Se la sostituzione costante P è permutabile con tutte le sostituzioni T; , 


avremo evidentemente 
TAS dS 
P de dx P 


ovvero, se il det P = 1, 


d dS 
a FR 
Integrando otterremo 
PS:=.SQ, 
essendo Q costante. Quindi 
STAES ssi 


il che dimostra il teorema. 
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6. LEMMA V. — Se due sostituzioni T, e T, (som = 0) funzioni di x sono 
¿ra loro permutabili qualunque siano i valori (anche fra loro diversi) che si 
attribuiscono ad x in T; e T,, avremo che 


gi ft. AA - [td 


saranno fra loro permutabili, come pure queste sostituzioni saranno permuta- 
bili rispettivamente con T, e T,. 
Infatti da 
ae, 


si deduce, supponendo (det T, == 0) 
Mir" TD 


Poniamo in T, in luogo di x la y, e in T, in luogo di x, 2, e conside- 
riamo y e z come variabili indipendenti. Avremo integrando 


É g ti di È 
fT.dy = T:fT.dy.T,, 
Di Vi 


onde 
S.(p) = T*S, (y): Py; 

cioè 
T, = S, (y) TS (y), 


e integrando 
Jf: N O) fT: deS (y), 
ovvero i 3 
S. (4) ES) S) S ON, 
Si 0S. 09 = Si (S; (2), 


il che dimostra il lemma. 
Ciò premesso dimostriamo il 
TEOREMA VI. — Se si ha una sostituzione abeliana apparente qualunque 


W (y: E AIA T D 


avremo 
(4) W (y, iPas e t, YR) \ Em (o Ojee o) W (2, 12,7" ‘1 2%) 
TE WOLT Zr Ya 3z Za 0° Gy Vk + 24)» 
Consideriamo infatti y,,y.,:**, yz come funzioni di x e Z, ,22,***, Z4 
come funzioni di &. Supponiamo inoltre che per x = x, e &=&, le 
Vi 2:***» va divengano rispettivamente eguali alle z,,2.,--*, 2. Posto 
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W (Yi s Yasna va) = W, , W (21) 82,0», 24) = Wa, avremo (supponendo per 
fissare le idee la sostituzione abeliana sinistra) i i 


dW, (a , d W2: I 
AD dis 6 VE Pa 
x E 
WTA ) W.= fT" e, 
A So 
essendo C costante, ovvero, se 
x E 
[ridu Vit E da e 
To Žo 


si avrà 


Wed ?= 8,8, 


Ora T’ e T” sono fra loro permutabili, quindi, per il lemma precedente, 
saranno pure permutabili S, e S,; e per conseguenza 


Mi e. 
Differenziando si otterrà 
d (W, W Y= Sr {aS (4875) S, 
e per la permutabilità 
AON Pe E S AEN 
Ora 


k 
dS:=II;T:dy, 


E 
dS, == II, Tidz;, 
I 
ove le T; sono costanti, quindi 


k 
d (W: WF`) = [[ T; d (y: — zi) = dW 


39) 


ove 
W, Si W (Vi — 21, Va — 221° * +, Vk — 24). 


Integrando otterremo 
WW AWG 
essendo C, costante. E facendo ‘y; = z; 


Wilona, siapa) O S 
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onde 
Cisa We3(0., Oier) 


W (Piste, Da) W> (er, ca) = W (420400 ye — za) W_1(0,---,0). 
Ponendo in luogo di y,,--:, yz, le y, sen ,°**,V£ + Zk, avremo 

(5) W (yH 2r ye tH) =W (yi, yA W O, +0) W(2,,° 0%, 22). 
Dalla formula (5) si deducono le seguenti: i 

(6) W(Vis Vars Ya) Wta 24) = Wi yaz) W= (O0, +0), 

O WE p a EEWO 0) Wet», ya) W(0,--+,0). 


La formula (6) dà luogo al 
TEOREMA VII. — Se y; e z; sono integrali abeliani aventi le stesse costanti 
dei tagli, la sostituzione 


W (y, VES yR) Wo CE P E 24) 


sarà monodroma. 


7. Possiamo dare un’altra dimostrazione più semplice del teorema VI 
deducendola direttamente dalla proprietà stabilita al principio dell’Art. 2. 
Abbiamo cioè, se S è una sostituzione abeliana apparente, 


S (Ja Far, Va + tana + a) = S (Yrs Vas ty Va) C (Ar, Aat, AA), 
esiatendo Mi. Ma RI =D | 
Sita LITRI y dh, 
d'onde 
(8) Cari asi nia) 9771 O, O, 10) (Ra), 
da cui segue 
(4°) S (V: + a, Ya F Qa, Ye + 22) 

iaa la AS (0) S raia) 


x 


che non è altro che la formola (4). 
Se noi poniamo 


(9) S E «ap ata)S + (01070) = Cia; a a) 
avremo, scambiando nella (4') le y: colle œs, 
(10) S (Ja +, a F Aa, ya + ae) = Ci (A, Qa, AS (Y13V23* VK) 


che può assumersi come la proprietà caratteristica delle sostituzioni abeliane 
apparenti destre (cfr. Art. 2). Possiamo quindi enunciare il 
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TEOREMA VIII. — Ogni integrale abeliano apparente destro è anche un 
integrale abeliano apparente sinistro e viceversa. 

Questo teorema rende dunque inutile la distinzione fra integrale abe- 
liano apparente destro o sinistro. Se consideriamo però uno stesso integrale 
abeliano apparente come destro o sinistro, le costanti dei tagli non risul- 
tano le stesse. Supponiamo infatti che lungo un taglio le y,,y.,:**, yz si 
accrescano delle quantità costanti a,,&,,-+-,xz; allora la costante del taglio, 
considerando S come una sostituzione abeliana sinistra, sarà C(a,,0,,:**,0%); 
mentre se la consideriamo come una sostituzione abeliana destra, la costante 
del taglio sarà C, (æ, , œz ,'* +, &z). Dalle (8) e (9) segue 

rà Cr = ONEN 100) 97110 ri 0) 
d’onde 

TEOREMA IX. — Le costanti relative ad uno stesso taglio di un integrale 
apparente, secondoché lo riguardiamo come abeliano destro o sinistro, si otten- 
gono luna dall'altra mediante trasformazione per mezzo di una stessa sosti- 
tuzione costante. 

Se nella (10), in luogo di y, , Y2;***, Yz, sostituiamo y, + Bı, Y2 + Ba», 
x + Ba; e poniamo a, + B,=Y:,% + P.=Y2,:--, Qk + Be = Ya, avremo 


DIA MeV Nas SI T TA 
=C, (CAR A, °°") az) S (Vi Hasta ida) C Bo Baar ae Ba 


il che ci dimostra che ogni integrale abeliano apparente può considerarsi anche 
come un integrale abeliano doppio. 
È facile ottenere la relazione che passa fra la derivata destra e la deri- 
vata sinistra di un integrale abeliano apparente. 
Considerando y,,%2,:**3 ya come funzioni di z, dalle formule pre- 
cedenti risulta subito 


8. Prendiamo una sostituzione abeliana apparente W (y;,%.,***, VA. 


Noi potremo chiamare le y, , Ya,- +, Ya gli elementi fondamentali della sosti- 
tuzione apparente. In conseguenza del teorema I avremo che, se si porrà 
in luogo delle variabili y,, y.,:-*,ys degli integrali di funzioni mozodrome 


sopra una stessa superficie di RIEMANN, otterremo per W una sostituzione 
la cui derivata è monodroma sopra la superficie stessa di RIEMANN. 

Potremo partendo da questa osservazione estendere facilmente il teorema 
III ottenendo la seguente proposizione: 

TEOREMA X. — Se una sostituzione monodroma sopra una superficie di 
RIEMANN (som o) è permutabile con una sostituzione elementare costante, gli 
integrali destro e sinistro della sostituzione si otterramno sostituendo agli ele- 
menti fondamentali di una sostituzione apparente degli integrali di funzioni 
monodrome sulla superficie di RIEMANN. 
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o. Consideriamo in particolare le sostituzioni del secondo ordine. 
Un gruppo di sostituzioni fra loro permutabili (som o) avrà una delle 
due forme: : 


12) “rà dj E i ct js 
R ENE. _ di Ol Ole 


Lio sol caino vo) lla. Ned, 
22) S PE ai as il Pee: 


Quindi i differenziali di tutte le sostituzioni abeliane apparenti avranno 
una delle due forme seguenti: 


12) Gs 


EOSO 
2a) su HG, o) = aw, 


ove le y; sono integrali abeliani. 
Per conseguenza 


È MM a Pre 
O) IE (Br) 
dW Ly (070 
A pei (oS 
denotando con @ una funzione algebrica, e perciò 
e 
13) i . Was ch )5, 
O 
23) maeri MES 
s I; I 


ove y è un integrale abeliano e le sostituzioni S e S, sono costanti. 


$ 8. — RELAZIONI FRA LE COSTANTI DEI TAGLI DI UNA SOSTITUZIONE ABELIANA. 


I. Si consideri una sostituzione abeliana semplice definita su una super- 
ficie R di RIEMANN di genere }. 

Eseguiamo sulla superficie i tagli normali. Riguardo al modo di eseguire 
questi tagli ci riferiremo all’opera già citata di C. NEUMANN ©. 

Eseguiremo tre sistemi di tagli; i tagli 4;, 6; e ci. Questi ultimi, a dif- 
ferenza di quantò fa il NEUMANN, li faremo partire da un punto O della 
superficie di RIEMANN fino a giungere ai tagli az. Finalmente eseguiremo 
un taglio / il quale partendo da O attraversi tutti i punti singolari della 
sostituzione abeliana e non tolga la connessione alla superficie di RIEMANN 


(6) Vedi NEUMANN, op. cit., p. 175 sgg. 
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già sezionata mediante i tagli a;,6;,c;. Se la sostituzione abeliana sarà 
di prima specie potremo fare a meno di eseguire il taglio Z (vedi $ 5). 
Ciascun taglio 6;, avrà un nodo; ciascun taglio a; avrà due nodi; questi 
due nodi divideranno il taglio in due parti distinte. Seguiteremo a chiamare 
Puna 4;, denoteremo l’altra con aj. 
La fig. 5 ci dà la disposizione dei tagli. Le rive destre dei tagli sono 
disegnate con linee più sottili delle rive sinistre. 


Fig. 5. 


La sostituzione costante per cui devesi moltiplicare i valori della sosti- 
tuzione abeliana lungo la riva sinistra di un taglio (o porzione di taglio) 
per ottenere i valori alla riva opposta (destra), denotiamola colla stessa let- 
tera (maiuscola) con cui venne indicato il taglio (o porzione di taglio) e con 
gli stessi apici ed indici. a 

Ciò premesso esaminiamo uno dei nodi formato dall’incontro di un 
taglio a; con un taglio 6; e consideriamo i quattro punti (vedi fig. 5) 1, 2, 
3, 4 corrispondenti al nodo. Chiamiamo W la sostituzione abeliana, che am- 
metteremo essere abeliana sinistra, ed indichiamo con Wî, w2 È wÊ ; w? 
i valori di W nei quattro punti considerati del nodo (a; , b:). Avremo 


Wî = WP A;, 
WwW? = WA B;, 
w® = wO Ar, 


W?= Wî B 
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Ne segue che 
WOS WBA; 
cioè 
B; A; = A; B;, 
(I) A;= B; A; Bi. 


Consideriamo ora il nodo formato da un taglio a; con un taglio c; e 
. . o” 1 i” . . . $ $ å 
chiamiamo WË’, WẸ? , WẸ? i valori di W nei tre punti 1,2,3 corrispon- 
denti al nodo (ai, ci). 


Avremo 
WP = WPA;, 
WP = WA, 
WP = WP Cr, 
onde 


W WAC, 
€ per conseguenza 
Ai Sma Ai Gi ’ 
vale a dire 
(II) C; = A7 "A; = B7 ' A7“ B;A;. 
Nel punto O, che è il nodo ove si incontrano tutti i $ tagli c; ed il 


taglio Z denotando con W,, W., W3,---, W+: i valori di W nei punti 
‘1,2,:--,% + I corrispondenti al nodo, avremo 


Wz can W, C, ’ 
ANOA EA 
W+: = W3 C3, 
; W+: = W, E 
Quindi 
Wes: = W, C, Ca: --C3, 
È 
(ID re). 


È facile vedere che se W invece di essere abeliana sinistra fosse abeliana 
destra, si sarebbero avute invece delle relazioni (I), (II) e (III), le altre 


(1) A; = B7* A;B;, 
(II°) C: = AAF = B77 A; BAF“, 
(III) LE APR LI SR 
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Se ne deducono i teoremi: 
TEOREMA I. — Fra le costanti dei tagli e porzioni di tagli di una sosti- 
tuzione abeliana semplice passano le relazioni seguenti: 
1° Delle due sostituzioni costanti corrispondenti ad uno stesso taglio ai, 
luna è la trasformata dell'altra mediante la sostituzione costante del taglio bi. 
2° La sostituzione costante corrispondente ad un taglio ci è il prodotto. 
della sostituzione costante corrispondente ad una porzigne del taglio a;, molti- 
plicata per la inversa della sostituzione costante corrispondente all'altra por- 
zione dello stesso taglio a; . 
3° La sostituzione costante corrispondente al taglio I adiacente ad O è > il 
prodotto delle sostituzioni costanti dei tagli ci. 
TEOREMA II. — Se la sostituzione abeliana è di prima specie, il prodotto 
delle sostituzioni costanti dei tagli ci è l identità. 
TEOREMA III. — Se le sostituzioni dei tagli a;, bi sono o: Jra loro perma- 
tabili, le sostituzioni dei tagli ci sono identità. 


2. Veniamo ora ad una proprietà relativa alle sostituzioni costanti dei 
tagli di una sostituzione abeliana, che ha molta importanza per ciò che 
seguirà. 

TEOREMA IV. — Se una sostituzione costante (det = 1) è permutabile 
colle costanti dei tagli di una sostituzione abeliana di prima specie, esisterà 
una sostituzione costante che sarà permutabile colla sostituzione algebrica deri- 
vata della sostituzione abeliana. 

Sia W la sostituzione abeliana (che supporremo essere abeliana sinistra) . 
e denotiamo con S una sostituzione costante permutabile colle costanti dei 
‘tagli di W: Sia ż un taglio qualunque della superficie di RIEMANN e T la 
sostituzione costante ad esso relativa. Se indichiamo con p e X EEO 
mente le rive destra e sinistra di ż, avremo 


We= Wa-T, 
e per la permutabilità di S e T 
SP) TS 
ossia A A 
T = S~ TS. 


Consideriamo ora la sostituzione . 
W= WS. 
Lungo le due rive del taglio avremo 


Wi WS allos Wp WS; 
onde 
Wa = Wi TSE WIS S = Wy T: 


Avremo dunque che anche W' sarà abeliana e avrà le costanti dei tagli 
eguali a quelle corrispondenti di W.. 
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Per il teorema V>is del $ 5 segue quindi 


W' = PW, 
essendo P costante, ovvero 
WS = PW. 
Derivando avremo 
dW RT 
dz stai dz P., 


Il che dimostra il teorema. 

Dal teorema III del paragrafo precedente e osservando che S e P deb- 
bono avere gli stessi divisori elementari, risulta quindi 

TEOREMA V. — Se una sostituzione costante elementare (det = 1) è per- 
mutabile colle costanti dei tagli di una sostituzione abeliana semplice, di prima 
specie, questa dovrà essere una sostituzione abeliana apparente. 


3. Passiamo ora ad estendere le considerazioni precedenti al caso di 
sostituzioni abeliane di seconda'e di terza specie. 

TEOREMA VI. — Se le costanti dei tagli di una sostituzione abeliana di 
seconda e di terza specie saranno permutabili con una stessa sostituzione 
elementare, la sostituzione abeliana si otterrà moltiplicando una sostituzione 
monodroma per una ottenuta sostituendo agli elementi fondamentali di una 
sostituzione apparente degli integrali di funzioni monodrome sulla superficie 
di RIEMANN. 

Infatti sia W la sostituzione abeliana (sinistra) e S la sostituzione ele- 
mentare. Lungo le due rive X, p di uno stesso taglio, avremo 


Mo WI, 
essendo T costante lungo il taglio. 
Posto 
W'='WS, 
avremo facilmente i 
W, = WT. 


Ne segue che W e W' avranno le stesse costanti dei tagli, e quindi 
W W= =P, 


essendo P monodroma (vedi teorema V, § 5°). 
La equazione precedente può scriversi 


WSW-=: = P; 
quindi ($ 5°, art. 10) avremo 
P= R- CR, 
ove C è costante ed R è monodroma, onde 
WSW-=—R-*CR, 
RWS = CRW, 
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e C avrà gli stessi divisori elementari di S, quindi sarà una sostituzione ele- 
mentare. Derivando si otterrà 
d(RW) _-d(RW)_, 
de II G dz Senta 
Ora è facile riconoscere che 4RW/4z sarà monodroma e poiché è permu- 
tabile con una sostituzione elementare C, avremo pel teorema VIII del 
paragrafo precedente che V = RW si otterrà sostituendo agli elementi fon- 
damentali di una sostituzione apparente gli integrali di funzioni mono- 
drome, onde essendo 
Mae VR, 


il teorema resta dimostrato. 


NOTA AL $ 6, ART. 2. 


1. Supponiamo di avere una superficie chiusa R di genere $, cioè (secondo KLEIN) 
una superficie riducibile ad una sfera con $ manichi. Supponiamo distesa sopra R una nuova 
superficie R’ connessa avente v fogli. È evidente che potrà darsi che non esista nessun punto 


M, 
Fig. 6. 


di diramazione fra i fogli, come potrà darsi invece che vi siano più punti di diramazione. 
Cominciamo dal primo caso. È facile capire come sia possibile la connessione fra i diversi 
fogli, benché manchino i punti di diramazione. Sia infatti Mı un manico, sarà evidentemente 
possibile che due fogli si attraversino lungo l’intera linea A: Bı Cz Dz; così un foglio è con- 
nesso con l’altro senza la esistenza di punti di diramazione. Questo stabilisce una differenza 
essenziale fra le superficie distese sopra una sfera e quelle distese invece sopra una super- 
ficie chiusa più volte connessa. Cerchiamo ora di determinare il genere #' della superficie R’ 
distesa sopra la superficie R. pE: 
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t 
Perciò supponiamo disposti tutti i manichi sopra un piano meridiano K della sfera. 
Tracciamo sulla sfera il punto P e poi eseguiamo due tagli in tutti i v fogli: uno PEF ed un 
secondo simmetrico rispetto al piano meridiano K. Avremo così eseguito I aglio (Quersch- 


nitt) e 2v— I żagli rientrariti (Riickerschnitte) ‘?), 


Eseguiamo ora un taglio in ogni manico che attraversi tutti i fogli. Avremo così 
eseguito $v fagli rientranti. In ogni manico M; facciamo i tagli I;H;, I;L; e i simmetrici 
rispetto al piano K in tutti i fogli. Faremo così 4 v tagli. In tutto, non tenendo conto dei 
tagli rientranti, avremo eseguito x = 4 v + 1 tagli non rientranti. La superficie R’ risulta 


spezzata in 


y=(29+2)v 
pezzi semplicemente connessi. Quindi il genere cercato di R’ sarà 
E ESRI RI +2) 041 È 
(1) pre PTT IA a (—)yH i. 
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Se dunque la superficie R è di genere 1, anche la superficie R’ sarà pure di genere 1 
qualunque sia il valore di v. Ciò risulta anche immediatamente osservando che se si ha una 


curva rientrante qualunque C, la quale taglia più volte sè stessa, 
come nella fig. 7, e si prende come la direttrice di un certo cilin- 
dro CD si ottiene una superficie connessa. Questa superficie si 
può piegare in modo da far coincidere fra loro le due curve 
Ce D. 

Si ottiene allora una superficie chiusa connessa R’ la quale 
può disporsi sopra un toro R in modo che risultino sovrapposti v 
strati se v— 1 è il numero dei nodi della curva C (v = 3 nella 
figura). Inoltre mancano i punti di diramazione. È evidente ora 
che con due tagli si riduce subito la superficie ad essere formata 
da un pezzo solo semplicemente connesso. Infatti con un primo 
taglio la superficie R’ si può ridurre al cilindro CD e con un 
secondo taglio lungo una generatrice AB e dopo aver svolto il 
cilindro si può ridurre ad un rettangolo. 


2. Consideriamo ora il secondo caso; cioè supponiamo che vi 
siano dei punti di diramazione. Siano essi in numero di / e sup- 
poniamo che in essi si scambino rispettivamente Mr, m2,- :, MI 
fogli. Potremo sempre supporre che non si trovino mai due punti 
di diramazione l’uno sull’altro. Ammettiamo già eseguiti i tagli 
fatti nel caso precedente (vedi fig. 6). Sarà sempre possibile me- 


diante altri Z fagli a forma di e (sigmafòrmige Querschnitte), eseguiti in tutti i v fogli e 
che non si incontrino fra loro, separare dal resto della superficie i punti di diramazione. 


In tal modo la superficie viene spezzata in 


l 
y- =y +t Y — rm + 1) 


parti semplicemente connesse. Mentre il numero totale dei tagli eseguiti (esclusi i tagli rien- 


tranti) sarà 
xt =xz+ d). 


Il genere cercato della superficie sarà quindi 


(II) 7° ES tI 


=(fp_1)v+1+%w, 
(7) Cfr. NEUMANN, op. cit., p. 148, 168. 
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450 XXX. — Sui fondamenti della teoria delle equazioni, ecc. 


ove 
l 

2w = Y (m; 1). 
I 


La formola (II) comprende la (I). Essa ci dà il genere di una superficie di RIEMANN 
distesa sopra un’altra superficie di RIEMANN in funzione del genere di questa, del numero dei 
fogli e dei punti di diramazione. Nel caso in cui si faccia = o essa si riduce alla formula. 
nota relativa al genere di una superficie di RIEMANN distesa sopra una sfera (8), 


NOTA AI $$ 5, 6, 7, 8. 


La Memoria precedente è la riproduzione integrale di quanto avevo scritto nel 1887. Nel 
pubblicare un breve estratto di essa senza dimostrazioni nel 1888 nei « Rendiconti del Circolo 
matematico di Palermo» (*), ho fatto per brevità una modificazione alla definizione di sosti- 
tuzione abeliana semplice, chiamando sostituzione abeliana semplice l’integrale (destro o 
sinistro) di una sostituzione monodroma sopra una superficie di RIEMANN, anziché di una 
sostituzione algebrica. 

Ho preferito nello stampare ora la Memoria completa di conservare la primitiva defi- 
nizione di sostituzione abeliana, e ogni volta che ho parlato di sostituzione integrale di una 
sostituzione monodroma sopra una ‘superficie di RIEMANN l’ho detto esplicitamente. 

È certo che colla definizione adoperata nella Nota del Circolo di Palermo molte pro- 
posizioni acquistano una forma più semplice e si abbracciano in molti casi con un solo enun- 
ciato delle proprietà comuni alle due classi di sostituzioni; ma, per molte altre ragioni di cui 
il lettore si convincerà facilmente, è da preferirsi la definizione che ho conservata. 


(8) Cfr. ZEUTHEN, Math. Annalen », Bd. III. 
(*) In queste «Opere»: vol. primo, XX, pp. 351-355. [N. d. R.]. 
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